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* Fermeture transitive
o Définition
e Calcul par parcours de graphe
e (Calcul par multiplication de matrices booléennes
e Calcul par l'algorithme de Warshall
« Composantes fortement connexes
o Définitions

e Algorithme de Kosaraju



Algorithme de Warshall

complexité en O(S3)

WARSHALLCA) =
A* <- copie(A+Id)
pour tout k e S
pour tout 1 € S
pour tout j € S
A*[1,3] <- A*[1,3] || CA*[1,k] && A*[k,J])
renvoie A¥*



Algorithme de Warshall

complexité en O(S3)

WARSHALLCA) =
A* <- copie(A+Id)
pour tout k e S
pour tout 1 € S
pour tout j € S
A*[1,3] <- A*[1,3] || CA*[1,k] && A*[k,J])

renvolie A% | |
Peux-ton éviter certains

calculs ?



Algorithme de Warshall

complexité en O(S3)

WARSHALLCA) =

A* <- copie(A+Id)
pour tout k € S

pour tout 1 € S

s1 A*[1,k] alors
pour tout j € S
A*[1,3] <- A*[1,3] |l A*[k,]]

renvolie A¥*

oul
(on évite certaines boucles)



Algorithme de Warshall

complexité en O(S3)

WARSHALLCA) =

A* <- copie(A+Id)
pour tout k € S

pour tout 1 € S

s1 A*[1,k] alors
pour tout j € S
s1 A*[k,Jj] alors A*[1,3]] <- vraie

renvolie A¥*

(moins d’écriture)



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

Quel lien avec A* ?



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

A* = An

les chemins passent
parmi 1,..,n



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

Que vaut Aoli,j] 7



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

Aoli,j] = vraie si et seulement si (i,]) est un arc ou i=j.

Donc Ag = A+Id



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

Comment exprimer Ak en fonction Ak-1 ?



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour
k=0,...,n

Comment exprimer Ak en fonction Ax-1 7 |
un chemin passe

par 1,... k-1, et donc

e Adfi,j] = vraie si Ax-1[i,j]=vraie 3 fortlont [oay 1.k

e Adfi,j] = vraie si Ax-1[i,k]=vraie et Ak-1[k,j]=Vvraie

un chemin deiak un chemin de k a |
passe par 1,... k-1 passe par 1,... k-1

Donc Adfi,j] = Axa[i,j] || (Aka[i K] && Ak-1[K,j])



Algorithme de Warsnall

Correction

Supposons S=[1,n] et notons Ax[i,]] le booléen qui vaut vraie si
et seulement si il existe un chemin simple de i a | dont les
sommets intermédiaires (autres que | et |) sont dans [1,k], pour

AQ:A+|d

Adll,]] = AcalLj] || (Ak-1[i K] && Ak-1[K,j]) si k>0



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

WARSHALLCA) =

A <- matrice((h+l) x n x n)

A[@] <- copie(A+Id)

pour tout k e S

pour tout 1 € S
pour tout j € S
AlkJ[1,3] <- ALk-1][1,3] I'l CALk-1][1,k] && A[k-1][k,J3]1)
renvole A[n]



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

WARSHALLCA) =

A <- matrice(n x n X n)

A[@] <- copie(A+Id)

pour tout k e S

pour tout 1 € S
pour tout j € S
AlkJ[1,3] <- ALk-1][1,3] I'l CALk-1][1,k] && A[k-1][k,J3]1)
renvole A[n]

Peux-on gommer

\\ les indices ? 4/)




Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

WARSHALLCA) =
A <- matrice(n x n x n)

A[@] <- copie(A+Id)
pour tout k € S
pour tout 1 € S
pour tout j € S

ACkJ[1,3J] <- A[lk-1]1[1,3] Il CALk-1][1,k] && A[k-1][k,3]1)
renvoie A*



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

WARSHALLCA) =
A <- matrice(n x n x n)

A[@] <- copie(A+Id)
pour tout k € S
pour tout 1 € S
pour tout j € S

ACkJ[1,3J] <- A[lk-1]1[1,3] Il CALk-1][1,k] && A[k-1][k,3]1)
renvoie A*

Montrons que A[k][i,j] = A*[i,j] a
chaque passage



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

guand a eu lieu la
WARSHALL(A) = derniere modification 7
A <- matrice(n x n x n)
guand a eu lieu la
A[0] <- copie(A+Id) derniere modification ?
pour tout k € S .
guand a eu lieu la

our tout 1 S . o .
P < derniére modification ?

pour tout j € S

ACkJ[1,3J] <- A[lk-1]1[1,3] Il CALk-1][1,k] && A[k-1][k,3]1)
renvoie A*



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

ALk-1][1, ]
WARSHALL(A) = [k-11[1,]]

A <- matrice(n x n x n)

A[k-1][1,k] ou A[k][1,k]
A[@] <- copie(A+Id)
pour tout k € S
pour tout i € S A[k-1]1[k, 3] ou A[k][k,]]

pour tout j € S

ACkJ[1,3J] <- A[lk-1]1[1,3] Il CALk-1][1,k] && A[k-1][k,3]1)
renvoie A*



Algorithme de Warsnall

Correction

Mais
ALk-1][i,k] = A[K][1,k]

car les chemins simples de | a k passant par 1,...,k
ne passent que par 1,... k-1,

De méme
ALk-11[k, 3] = A[KILk, 3]



Algorithme de Warsnall

Correction

Un premier Warshall correct :

ALk-1][1, ]
WARSHALL(A) = [k-11[1,]]

A <- matrice(n x n x n)

Alk-1][1,k]
A[@] <- copie(A+Id)

pour tout k € S
pour tout i e S Alk-1][k,]]
pour tout j € S

ACkJ[1,3J] <- A[lk-1]1[1,3] Il CALk-1][1,k] && A[k-1][k,3]1)
renvoie A*

Donc A[K][1i,j]=A*[1][]] ici
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3 (2,1);(4,2), (4,1); (4,6); (2,6)
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3 (2,1);(4,2), (4,1); (4,6); (2,6)



1 (3,2); (3,6)
2 (1,3)

3 (2,1);(4,2), (4,1); (4,6); (2,6)

G (1,5); (2,9); (3,9)



Composantes fortement
CONNEXES



Algorithme de Kosaraju

parcours en profondeur sur G pour calculer FIN
(ordre sutfixe)

2. calcul de l'inverse G’ de G

3. parcours en profondeur sur G', mais en itérant la
boucle principale par ordre de FIN décroissant

4. les composantes fortement connexes sont les
arbres de la forét du 2e parcours

cout global O(A+S)
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Exemple

Graphe quotient
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Exemple

Graphe guotient
g 1,2,5
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Question

Comment réduire le cout du calcul de la fermeture
transitive grace aux composantes fortement connexes ?

———




Fermeture transitive par
passage au guotient

Soit G=(S,A) un graphe orienté colt linéaire O(S+A)

On calcule sa table de cfc (un numéro de
composante pour chague sommet). On note Scic

'’ensemble des cfc. coCt linéaire O(S+A)

On calcule le graphe quotient Ga=(Scie,Ad) 4t o8

On calcule la fermeture transitive Gq*=(Scic,Aq*) de Gq

. 0t O(1
Pour tout (i,]) € S2, cott O

(i,]) € A* si et seulement si (cfc[i],cfcl|]) € Ag*



Calcul de composantes fortement connexes
Algorithme de Tarjan

un seul parcours en profondeur mais en utilisant
une pile auxiliaire pour calculer les composantes

la fonction récursive VISITE renvoie un numéro de
sommet

un peu magique...



Algorithme de Tarjan

colt global O(A+S) mais

Procedure principale avec un seul parcours !

CFC(O)= .
date — 0 dates de DEBUT classiques
DEBUT — [0, ..., O]

pile auxiliaire
P «— Pile_Vide()

Nefe «— 0 nombre de cfc
CFC «— [0, ..., 0]
pour tout ieS numMero unique de

composante pour

si DEBUT[i]=0 alors TARJAN(i) chaque sommet

renvoie CFC
non VU



Algorithme de larjan

Procedure recursive

variable
locale

TARJAN(1)=

on va tenter de

. faire diminuer min
DEBUT[i] «— date -

min «—— DEBUT[1]
Empile(P,1)
pour tout jeAdj[1i]
s1 DEBUT[j]=0 alors min «— MIN(min,TARJAN(3))
sinon si CFC[j]=0 alors min «— MIN(min,DEBUT[3j])
s1 min=DEBUT[1] alors

date «— date + 1

Ncfc «— Ncfc + 1 si min n’a pas diminué, on
répéte a trouvé une cfc

k «— Depile(P)

CFCLk] < Ncfc les éléments de la cfc sont au
tant que k<>1 dessus de i dans la pile

renvolie min



Algorithme de larjan :
visualisation

on numerote les sommets par I'ordre de début de visite
dans le parcours en profondeur

on grise un sommet dont la visite a commenceé

on noircit un sommet dont la visite est terminée

on utilise des lassos pour marquer les CFC calculées
a chaque appel de Tarjan(i), on indigue sur le sommet |

la valeur courante de min et on indigue la valeur de la
pile P avant 'appel
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(vide)




cf comparaison tarjan kosaraju.pdf



