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Bilan du CM9

o Comparaison de Dijkstra et Prim
* Implémentation des files de priorité

e Algorithme de Bellman-Ford



Problemes
d’'ordonnancement



Nature des propblemes

On considere un projet décomposé en n
taches A1,Az,...,Antelles que

chaqgue tache est indivisible

chaque tache Aia une date de debut a
determiner : t

chaque tache Aia une durée connue : d

les dates t1,tz,...,In sont soumises a des
contraintes temporelles

t1 t14+d+

to t+do

t3 t3+ds

t4 t4+d4

t5 ts+ds

temps



Cas d’'étude



Cas d’'étude

On considere un projet décomposé en 6 taches

tache

durée en unités
de temps (ut)

10

12

20

12




Cas d’'étude

Ces taches sont soumises a des contraintes temporelles
e A1 peut commencer des le début du projet

e Ao commence au plus tot 7 ut apres le début de A+

* Az enchaine sans délais avec Az

e A, commence au plus tot 3 ut apres 'achevement de As,
et la seconde moitié de As commence au plus tot 13 ut
apres I'achevement de Az

e As commence au plus tot lorsque les 3/4 de Az sont
acheves, au plus tard 6 ut apres I'achevement de Ao, et
au plus tot 3 ut apres 'achevement de As

e As commence au plus tot 20 ut apres le début des
fravaux



Propblemes a resoudre

Pour ce type de projet, on souhaite pouvoir repondre aux
guestions suivantes

e Est-il possible de finir le projet en, par exemple ici, 50 ut 7
e Quelle est la durée minimale du projet 7

e Quelles tdches peuvent prendre du retard sans
compromettre la durée du projet ?



Modélisation

On traduits les contraintes par des égalités/
iInégalités sur les variables t1,. e

e Ai peut commencer des le début du projet

e A> commence au plus tét 7 ut apres le début

de A1
e Aszenchaine sans délais avec Ao M
e A4, commence au plus tét 3 ut apres
'achevement de As, t4 + 10 Z 7:'3 + 13 + 0
et la seconde moitié de Az commence

au plus tot 13 ut apres I'achevement de Az

e As commence au plus tot lorsque

les 3/4 de Az sont achevés,
au plus tard 6 ut apres I'achévement de A« o = o 26
et au plus tét 3 ut apres 'achévement de Ae

e As commence au plus tot 20 ut apres le ts >t +7+3

début des travaux m




Conventions (cas général)

® On ajoute une date to=0 de demarrage du projet
(associée a une tache fictive Ao)

® On ajoute une date th+1 de fin de projet (associée a une
tache fictive Ans1)
the1 > ti+ di, pouri=1,...,n (contraintes implicites)

® autre contraintes implicites :
ti >0 , pouri=1,...,n

® ON peut ainsi exprimer toutes les contraintes comme une
conjonction d'inégalités de la forme tj-ti > constante



Cas d’'étude

A t1 —to =0

Ao th—th =2 [

As I3 —tH>12 |, th—t3 > —12

A4 ty —ts > 15 ty —t3 > 9

As ts—tH>9 |, tb—tt>-—-18 , ts—1tg > 10
As te — to = 20

+ les contraintes implicites



Représentation par un
graphe potentiel-tache

On synthétise cet ensemble de contraintes sur un graphe
orienté ponderé appelee potentiel-tache

e sommets : les actions Ag,A1,A2,...,An,Ans1

a;; .
* arcs : un arc Ai—LAj pour chaqgue contrainte t; — t; > a;;






Contraintes redondantes

Une contrainte est redondante si elle est conséqguence
d’autres contraintes du systeme.

Exemple 1 t¢ > 20— 15 >0
( te —tg > 10
- — >
Exemple 2 : <\ te > 20 — 15 >0
[ty =t > 20
Exemple 3: < ti— 12> 9 — {7 — 13 >0

\

Il est inutile de représenter ces contraintes sur le graphe
potentiel-tache









Ordonnancement au plut tot

Un ordonnancement (to, t1, ..., th, th+1) €st dit compatible s’il
satisfait les contraintes du probleme.

Un ordonnancement au plus tot est un ordonnancement
pour lequel, parmi tous les ordonnancement, th+1 est
minimal.



1héoremes

| existe un ordonnancement au plus tot si et seulement si |l
existe un plus grand chemin de Ao a An+1.

Cet ordonnancement est donné par :
by = A(Ov Z)
A(j,1) : distance maximale du sommet Ajau sommet A,

Pour tout autre ordonnancement (o, t1, ..., th, th+1), ONn a :

A0,7) < t;



Calcul de plus grands
chemins

Hypothese pour pouvoir

Modification a apporter par

Algorithme calculer des plus grands | rapport au calcul de plus
chemins courts chemins

Ordinal pas de cycle remplacer MIN par MAX

Dijkstra pas de poids positifs remplacer MIN par MAX

Bellman-Ford

pas de cycles de poids
positifs

remplacer MIN par MAX




Propriéte

Dans un graphe potentiel-tache, les cycles sont de poids
négatifs ou nuls si et seulement si il existe au moins un
ordonnancement compatible

Preuve = si les cycles sont de poids négatifs ou nuls,
‘algorithme de Bellman-Ford va permettre de calculer les
olus grandes distance et fournir un ordonnancement.

Preuve «: soit A ., A; , Ay, un cycle de poids

Z‘l, [ ] [ ]

Aiqiq + -+ aipil : Ui, —



Uti\isation de Bellman-Ford
/ \‘

1 e

Ao Aq Ao As As As As A7
k=0 0 -00 | -00 | -00 -00 | -00 -00 -00
k=1 7 19 45 30 20 65
k=2 12 24 45 30 20 65
(stable)



Chemin critigue

On appelle chemin critique d’'un graphe potentiel-tache un
chemin tel que si une tache de ce chemin est retardée,
alors la durée totale du projet est retardée aussi.

Théoreme : pour 'ordonnancement au plus t6t, les chemins
critiques sont les plus grands chemins entre Ao et Ans1.




Ordonnancement au plus tard

Pour une date de fin projet F donnée, un ordonnancement
au plus tard est un ordonnancement pour lequel, parmi tous
les ordonnancement, th+1 =F et to est maximal.

Algorithme : on inverse le graphe et on calcule les plus
grandes distances A_l(n + 1,4) a partir de Ans1. Le
resultats attendu est alors :

ti=F — A"t (n+1,1)



Ordonnancement au plus tard

k=0 -00 | -00 | -0O | -00 | -0O | -00 [ -0O
k=1 45 35 20 29 41 43 65
k=2 45 35 20 32 44 o1 65

(stable)



Ordonnancement au plus tard

e

~

12

q2

IQ%

\ 15
—
A7 A As As As Ao A Ao
ATHT,40) 0 45 | 35 20 | 32 | 44 | 51 65
t; =65 — ATH(7,4)| 65 20 30 45 33 21 14 0




Marges

On fixe une date de fin projet F (par exemple A(0,n+1) )

On note A; les dates de début de 'ordonnancement au plus tot
On note A, les dates de début de I'ordonnancement au plus tard
Marge totale de la tache Ai:m,; = )\, — \;

Marge d’un chemin : m(u) = max m; (U un chemin)

1€EU
Marge libre pour une tache Ai d’un ordonnancement (¢;) donné :

i = min (tj — tz' — CLZ'j)
. Yig

11—



Marge totale

C’est le retard maximum que peut prend la tache Aisans
compromettre la durée totale prévue F

Attention : les marges totales ne sont pas indépendantes (ce
retard pourrait modifier 'ordonnancement des taches ultérieures)



Marge par chemin

. a somme des retards d’un chemin doit rester inférieure a la
marge du chemin



Marge libre

C’est le retard maximum que peut prendre I'achevement de A,
sans compromettre la date de début prévue pour les autres
taches.

marge libre < marge totale



Représentation grapnhigue

Ai/ Ai/m



Cas d’'étude

le long de ce chemin, la
somme des retards ne peut
pas dépasser 14

\1 2/21/9 24/33/9
12 -

0

0/0/0 12

91 I -18 19
’ 2/0%5/56/0
20 15

20/20/ %30/30/0 45/45/0

0/14/14




