MDYV : cours 1
Systemes de déduction

Initiation a Coq



Qu'est ce qu'un assistant de preuve ?

Qu’est ce qu'un assistant de preuve ?

Un systéme informatique pour
» écrire des énoncés logiques (spécifier),
> puis les prouver (vérifier).

L’outil informatique apporte
» dela rigueur,
> de l'automatisation.
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Qu’est ce qu’un assistant de preuve ?

Logique formelle

Un logique formelle comprend
» un langage pour écrire des formules,

» une interprétation (sémantique) pour donner du sens aux formules
(définir les formules valides),

» un systeme de déduction pour construire des preuves de formules
(définir les formules prouvables).

Méta-théorie
» contradictoire : toute formule est-elle valide ? (sinon la logique est dite
cohérente)
» correction (soundness) : toute formule prouvable est elle valide ?
» complétude : toute formule valide est elle prouvable ?

> décidabilité : existe-t-il un algorithme pour décider si une formule est
valide ou non?
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Logique propositionnelle

> Syntaxe
» Sémantique
» Systemes de déduction

> Exercices en Coq
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Logique propositionnelle

Syntaxe

o == L [ x| =" | 'V | ¢'ANP" | ¢'= 0"

avec x une variable propositionnelle choisie dans un ensemble (dénombrable)
{Pl: p2,-- °}~

A
/N

P1 P2 P1

(P1Vp2) = —p1
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Logique propositionnelle

Sémantique

Domaine d’interprétation :
B =t

Interprétation des connecteurs : on associe a chaque opérateur élémentaire o,
une interprétation [[o]l € B X B — B (ou B — B) décrite par une table de
vérité.

x|y | x[Ay | xIVIly | x[=1y
x | [-Nx t]t t t t
t]f t]f f t f
ilot Fltl f t t

Fli f f t
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Logique propositionnelle

Sémantique (2)
Interprétation des formules : dépend d’une valuation p € P — B

[[(1)]]:(P—>]B)—>]B

L1, f
(1, p(x)
[—¢l, = [—Ildl,
[d10 ¢, [b1ll,lollid 0, o €{V, A=}

Exemple : si p =[p1 — t,p2 — fl

L(p1Vp2) =—pdl, = (IVIF)I=1(I-1t)
tI=1If
f
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Logique propositionnelle

Sémantique (3)
Quelques définitions
» Une formule ¢ est satisfaite par une valuation p € P — B si

oI, =t

» Une formule ¢ est valide si elle est satisfaite par toute valuation :
Vpep_)IBl [I¢]]p=t
Nous le notons :
= ¢
» Une formule ¢ est conséquence logique d'un ensemble de formules I" si
elle est satisfaite par toutes les valuations qui satisfont les formules de I" :
VpeP—B, (V' eT, [d'll,=t) = [Ppll, =t

Nous le notons :

r=ae
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Logique propositionnelle

Systéeme de déduction

Un systeme de déduction comprend
> des axiomes (feuilles de I'arbre de preuve),

> des regles de déduction (feuilles ou embranchements de l'arbre de
preuve).

Plusieurs systemes pour la logique propositionnelle
> 4 la Hilbert (avec des variantes)
» déduction naturelle
» calcul des séquents
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Logique propositio:

Preuve a la Hilbert

» 12 familles d’axiomes (pour toutes formules A, B et C)

A= (B=A) (A= (B=0C))=((A=B)=(A=0))
1=A A= (A= 1) A= 1)=>—-A
(AANB)= A (AANB) =B A= (B= (AAB))
AV (—A) A= (AVB)) B=(AVB))
(AVB)= (A=C)=((B=C)=0)

> 2 regles de déduction
A=B A
— (modus ponens)
B

—A AX  avec A un axiome (axiome contextuel)
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Preuve a la Hilbert (2)

Une preuve (a la Hilbert) d'une formule ¢ est un arbre
» dont la racine est étiqueté par ¢,
> les sous-arbres sont des preuves de formules ¢+, ..., ¢, tels que

P1 ... by
)

est une regle de déduction.

Quand une telle preuve existe, nous notons

Fu &
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Logique propositionnelle

Preuve a la Hilbert : exemple

Ax Ax
(p=>(p=p)=>p)=>(p=>p=>p)=>(p=p)) r=((p=p) =p)

MP Ax
(p=(p=>p))=(p=7p) r= (p=7r)

MP

p=>r

Un peu fastidieux...




Logique propositionnelle

Preuve a la Hilbert : propriétés

Théoréme de correction :

Fu ¢ implique = ¢

Théoréme de complétude :

= ¢ implique kg ¢
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Logique propositionnelle

Déduction naturelle

On veut pouvoir prouver A = B en admettant A et en prouvant B.

11 faut alors manipuler un contexte dans les régles de déduction : notion de
séquent.

e o

I" représente un ensemble de formules {{, ..., b, ).

Remarques
» TU{p}estnotéT, ¢p.

> En général, un séquent est de la forme ¢;,..., d, = Py,...,1,, maisen
déduction naturelle n = 1.
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Logique propositionnelle

Déduction naturelle

Une preuve (en déduction naturelle) d'un séquent I" = ¢ est un arbre
» dont la racine est étiquette par I' - ¢,

> les sous-arbres sont des preuves des séquents I'y = dq,..., T, F ¢, tels
que
NEdr...TF b,
r-d¢

est une instance de 1'une des régles de déduction suivantes
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Logique propositionnelle

Déduction naturelle

AV (—A)
r-_L
r'-A

r-—A THA
=L

'-A THA=B
B

T'AAB . 4
“Tra ima
''HAAB
'-B

élim |

élim-,

élim%,

r-AVvB TWAFC T,BEC

re=c

es de déduction
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Logique propositio

Déduction naturelle : exemple

Ax Ax
ANA=B FAA(A=B) ANA=BFAA(A=B).
1 1
ANA=B FA=B AN(A=B)FA A
ANA=B)FB
=

I—(A/\(AbB)):Bl

=
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Logique prop

Exercice

Prouver en déduction naturelle les axiomes du systeme de Hilbert.
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Logique propositionnelle

Déduction naturelle : propriétés

Théoréme de correction :

I' = ¢ prouvable implique I' = ¢

Théoréme de complétude :

= ¢ implique ' ¢ prouvable
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Logique propositionnelle

Déduction naturelle : preuve constructive

Une preuve est constructive si elle n'utilise pas la regle du Tiers Exclu.

m Tiers Exclu

La déduction naturelle constructive est correcte (mais pas complete) pour la
logique propositionnelle.

Exemple de tautologie non démontrable en déduction naturelle constructive :

formule de Peirce
((A=B)=A)=A)
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Logique propositionnelle

Coq : un assistant de preuve en logique constructive

Nous allons découvrir les commandes de base de Coq, en nous restreignant a
la logique propositionnelle.

Nous nous interdirons d’utiliser I’automatisation dans cette séance.
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Logique prop

Notations

Notation :
= estnoté — (->)
Parenthésage :
A—(B—0) est simplement noté A—B—c.
But courant :

H1 : Al

un séquent Ay, ..., A, - As’affiche Hn : An

A
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Logique propositionnelle

L’environnement de travail

® O O _ Emacs: prop.v ({Users/pichardie/Shared/Enseign... &

Propositional_Logic.

N . . ABCDEF : Prop.
Deux fenétres : le fichier courant + les

(** Solve them using only [intros] and [apply] *)

réponses de Cogq.

[] intros.

exol : (A->B > () -> (A ->B) - A ->C.

0

.
v

L'évaluation du fichier se fait P
subgon’

linéairement.
A : Prop
B : Prop
. . N C: Pr
Utilisez les raccourcis Ctrl+fleches i
. E: Pr
pour faire avancer/reculer la zone F i bros
d’évaluation. =SB B S B S A
-i-- *goals* All (1,0) (CogGoals Holes)
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Logique propositionnelle

Regle intro—,

Commande : intros H.

Remarques
» on peut enchainer plusieurs introductions : intros H1 H2.

» on peut laisser le systétme nommer les hypothéses : intros.
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Regle éli
egle élim_,

Commande : apply H.

Remarques

> contrairement a élim—,, il y un seul sous arbre de preuve : il faut avoir
déja une preuve de A = B dans son contexte

» pour forcer Coq a générer un sous-but pour A = B, on peut taper
assert (A—B).
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Logique propositionnelle

Regle Ax

Commande : apply H.

Remarque

» on peut éviter de nommer I’hypotheése en utilisant la commande
assumption.

es de déduction



Logique prop

Regle introa

r-A I'-B

FEAAB  ntoa

=]
=
==}
=

>
>
w
w i

Commande : split.
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Logique propositionnelle

Regle élima

'HAAB

il
A élim 5

ANB

I =

0Ol

Commande : destruct H.

Remarque

» on peut nommer les hypotheses introduites avec la syntaxe

destruct H as [H HO].
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Logique propositionnelle

Regle introy,

Commande : left.

Remarque
» introf, correspond a la commande right.
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Logique propositionnelle

Regle élimy,

'-AVB INAEC IB-C
'=C

élim\/

[T-==}
b

Ol

Commande : destruct H.
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Logique prop

H False

Regle élim |

re_1

—_— 1 1
I_,|_Ae11rnJ_

=l

Commande : elim H.

Remarque
> elim H peut aussi s'utiliser quand H:a1 — ...
alors décharger n sous-buts)

— An — False (mais il faut
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Logique propositionnelle

Regle intro-

l",AI—J__t
I_‘|_ﬁ1411'11‘0—.
H: A
B False

Commande : intros H.

Remarque
» — Aesten fait du sucre syntaxique pour A — False.

> intros. ne marche pas ici.
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Logique prop

Regle élim-.

w1l

Commande : absurd A.

Remarque

> la commande est utile méme quand B n’est pas égal a False.
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Logique propositionnelle

Regle du tiers exclu

m Tiers Exclu

II faut ajouter un axiome (excluded middle)!

Variable em : V P:Prop, P V —P.

Commande : destruct (em A).
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Logique prop

Exercices

Prouver les lemmes du fichier prop.v en remplacant a chaque fois la tactique
d’automatisation tauto présente.
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Logique du premier ordre

Syntaxe

Définition des termes

Soit F un ensemble de symboles chacun munis d’une arité (nombre de
parametres). Soit X un ensemble de variables.
L’ensemble des termes T (F, X) est défini par

t = x | f(ti,....,t:)

avecx € X, f € F un symbole de fonction d’arité n et 4, ..., t, des termes de
T(F,X)

Exemple : Soient F={f:1, g:2, a: 0} et X = {x,y, z}.

flx) a z f(gla(x),f(a))) g(x,x)sontdestermesde T(F,X).
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Logique du premier ordre

Syntaxe

Définition des formules

Soit P un ensemble de symboles de prédicats munis d'une arité. L'ensemble
des formules sur F, X et P est défini par

b = L | P(tlr---rtn)
I N UV N IV LI
| Ixd’ | Vx’

avecx € X, ty,...,t, € T(F,X) etp € P un symbole de prédicat d’arité .

Exemple:siP ={p:1, q:2,<:2},les expressions suivantes sont des formules

p(fla))  q(g(fla),x),y) Vx3Iyfly) <x

MDYV : Systemes de déduction
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Logique du premier ordre

Sémantique

Une interprétation I de P et F comprend :
» un ensemble non vide D; (domaine),
» une interprétation [fII; € D} — D; pour chaque symbole f € F d’arité n,

» une interprétation [[pll; € D} — B pour chaque symbole de prédicat
p € P d’arité n.

Une valuation sur un ensemble de variables X est une fonction X — Dy avec
D; un domaine d’interprétation.

Notation : pour p € X — Dy, x € X etd € Dy, la valuation p[x — d] est

définie par
| d six=y
plx — dl(y) = { ply) sixzy
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Logique du premier ordre

Sémantique (2)
Etant donné une interprétation I de P et F, 'interprétation
[t1; € (X — Dr) — D; d’un terme t est définie par

[xip = p(x)
If(t1,...,t)ip = [fl; (D#0ip, ..., 0t.dip)

L'interprétation [f1l; € (X — D;) — B d’une formule f est définie par

Ip(ti,....t)ip = [pli ([tdzp, ..., 0tdip)

[Llip = 7§
[—¢lip =
[vx dll;p = t sipourd € Dy, [plliplx— dl=t
f sinon
[3x pllip = t s’ilexisted € Djtel que [blliplx — dl =t
f sinon
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Logique du premier ordre

Sémantique (3)

Quelques définitions

» Une formule ¢ est valide dans une interprétation I ssi :

VpeX — B, [plip=t

» Une formule ¢ est satisfiable ssi elle est valide dans au moins une
interprétation I.

» Une formule ¢ est universellement valide ssi elle est valide dans toute
interprétation I.

» Une interprétation I est un modele d'un ensemble de formules I' (appelé
théorie) ssi toutes les formules de I' sont valides dans I.
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Logique du premier ordre

Exercice

F={c:0,f:1,0:2, 0:2} X={x y} P={z:1, x:2}

¢ =z(c) AVxVy (f(xoy) > (f(x) e f(y)))

» Montrer que ¢ est valide dans plusieurs interprétations sur R
> Montrer que ¢ n’est pas universellement valide
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Logique du premier ordre

Déduction naturelle en logique du premier ordre

On rajoute 4 regles de déduction

THA N'-VxA o
—— intro — élimy
r-ved I+ Alt/x]

'+ Alt/x] N-3xA INAFB
—— introg élimg
N=3ax A I'+~B

Pour la régle introy, x ne doit pas étre libre dans A. Pour la régle élims, x ne

doit pas étre libre dans Bet T'.

A[t/x] représente la substitution de la variable x par le terme ¢.

Exercice : définir formellement les notions de variable libre et de substitution

(attention aux captures de variable).
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Logique du premier ordre

Propriétés

Théoreme de correction :

SiT" = ¢ est prouvable alors ¢ est valide dans tous les modeles de T".
Théoréme de complétude :

Si ¢ est valide dans tous les modéles de I' alors I" = ¢ est prouvable.

Si on retire la régle du tiers exclu le systeme de déduction est correct mais pas
complet.

Lecture a la maison : lire introduction, chapitre 1 et 4 du poly’ de Gilles
Dowek pour en apprendre plus sur les propriétés des preuves constructives.

Thttp://www.lix.polytechnique.fr/~dowek/Cours/proof.ps. gz
T


http://www.lix.polytechnique.fr/~dowek/Cours/proof.ps.gz

Logique du premier ordre

Décidabilité, vérification de preuve

Logique propositionnelle :
» =7 ¢ est décidable,
» on peut vérifier - ¢ (et donc = ¢) en vérifiant la cohérence de l’arbre de
preuve,
» on peut vérifier = ¢ en faisant une table de vérité.

Logique du premier ordre :
» =7 ¢ est indécidable,
» on peut vérifier - ¢ (et donc = &) en vérifiant la cohérence de I’arbre de
preuve,
» on ne peut pas vérifier (mécaniquement) = ¢ en se basant uniquement
sur la notion sémantique (circularité)
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Logique du premier ordre

Logique du premier ordre en Coq

Notations :
» V se note forall,
» Jsenote exists
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Logique du premier ordre

Regle introy

A

——— introy
N-=Vvx A

V x:A, P x P a

Commande : intros a.
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Logique du premier ordre

Regle élimy

r-vxA

—— ¢élimy
I+ Alt/x]

Commande : apply H.

Remarque

» sinestdelaformeVv x y, Q y — P x, il faut aider un peu Coq en donnant
les substitutions a utiliser : apply (H a b) (ici x=a et y=b).
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Logique du premier ordre

Regle intros

I+ Alt/x]

——introg
N-=3dxA

Commande : exists a.
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e du premier ordre

Regle élims

N'-3xA I"A-B
'—B

élimg

H: 3 x:A, P x

o~ AT

Commande : destruct H.

Remarque
> destruct H as [a H]. permet de nommer les objets générés.
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Logique du premier ordre

Exercice

Prouver les lemmes du fichier pred.v en remplacant a chaque fois la tactique
d’automatisation firstorder présente.
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e du premier ordre

La prochaine fois...

Nous aborderons la notion de définition inductive...

... que nous avons déja largement utilisée tout au long de ce cours!

>mes de déduction



	Qu'est ce qu'un assistant de preuve ?
	Logique propositionnelle
	Logique du premier ordre

