Cours 7

Calcul propositionnel : déduction naturelle



Déduction naturelle (Gentzen)

Systeme de déduction :
N=A

La formule A est prouvable a partir de I'ensemble de formules T

L’ensemble des preuves I' = A est définie inductivement comme
I'ensemble des couples (I', A)

> tels que A € I aXm

» obtenus a partir d’autres preuves par des régles de
hypotheses

déduction de la forme (voir suite)

conclusions
Notations :

A = TU{A} A = TUA
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Logique minimale

Logique minimale (NM)

intro F'A'_B elim rea AFA=B
“ THFA=B - I AFB
o TFA AFB
" T, AFANAB
eliml. 1 FAAB elim2 1 FAAB
N THEA AN THB
mtro L in tro L
Y THAVB Y THAVB
i r-AVB AAFC A,BFC
1
v AN FC
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Logique minimale

Exemple

FaAb)= (bAa)

=
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Logique minimale

Exemple

aANbFbAa
F(a/A\b)= (b/Aa)

=
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Logique minimale

Exemple

a/AbFDb a/lAblFa
aANbFbAa
F(a/Ab)= (bAa)

in

=
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Logique minimale

Exemple
aNbFaAb
N

a/NbFb aN\blFa ,

1
aANbFbAa A_
1
- (@aAb) = (bAa) -

=l
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Logique minimale

Exemple
- Ax
aNbFaAb
N
a/NbFb aN\blFa ,
1
aANbFbAa A_
1
- (@aAb) = (bAa) -
=l
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Logique minimale

Exemple

aAbFanb T anbranh

aAbED ) aAbta
aANbFbAa
F(aAb)= (bAa)
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Logique minimale

Exemple

aAbFanD T anbrans
aAbED ) aAbta
aANbFbAa
F(aAb)= (bAa)
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Logique intuitionniste

Logique intuitionniste (INJ)

Deux nouvelles regles :

INA-—-B AAFB . '-—A AFA

intro—, TA-—A elim—, FAFB

De maniere équivalente, on ajoute le symbole L (= absurde), et
la regle

elim LH_—L ex falso quodlibet sequitur

N'=A

et —A devient une abréviationde A = 1.
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Logique intuitionniste

Logique intuitionniste (INJ)

Exercice : Prouver (a = b) = (—b = —a) en logique minimale.
Exercice : intro—. est dérivable dans NM.
Remarque : elim-. est équivalent a elim .

NJ est plus forte que NM :

I I_NM A 1mp11que I l_N] A
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Logique classique

Logique classique (NK)

On ajoute un nouveau moyen d’inférence : le tiers exclus.

3 regles possibles :

-AFL TI'k—aA
EBTrrav-a ™ rra elim—- =

NK strictement plus forte que NJ : il existe des formules sans
négation dérivables dans NK et pas dans NJ.

Fnk ((p=q)=p)=p (loi de Peirce)
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Logique classique

NK vs NJ

Tautologies prouvables dans NK :
Fnk (A = B) <= (—AV B)
Fnk (A VAN B) <~ _‘(_‘A Vv _‘B)

Dans NJ on ne peut en prouver qu’un sens.
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Traduction de NK vers NJ

Définition

Soient L et L’ deux logiques, L plus forte que L', et ¢ associant
a toute formule de £ une formule de L’. ¢ est une traduction de
L vers L' si pour toute formule A de L ona:

» Fo A<= @(A)
» silkp Aalorstg: @(A)

Traduction de NK vers NJ (Glivenko 1929) : ¢(A) = —A
(ca ne marche pas avec le calcul des prédicats).
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Correction et complétude

Correction et complétude

Théoreme (Correction)
SiT Fym A, alors T = A.
SiT Fnp A, alors T = A.

SiT knk A, alors T = A.

Théoreme (Complétude)
SiT &= A, alors T Fyx A. J
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Correction et complétude

Preuve de complétude

Nous le considérons le systeme de connecteur complet {—, =}.
Nous ne prouvons la complétude de Fyx que pour les formules
ne contenant que les connecteurs — et =. Attention, cela ne
prouve pas la complétude pour les formules comportant
d’autres connecteurs !

1W(A) = nombre! d’occurrence de — dans A
+ 2x nombre d’occurrence de = dans A

u(T,A) = u(A) + ) u(F)

Ferl

Nous montrons par récurrence sur n € N,

P(n) = "pour tout I', A tels que u(I', A) =n,
I'= Aimplique ' Fyx A”

'Nous supposons /Gamma fini.
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Correction et complétude

Hypothese de récurrence forte (HR) :
pour tout k € IN, k < n implique P(k)
Nous supposons : ' = A et u(I',A) =n

Etude de cas sur la forme de A :

» A=—"A'

» A=A = A

> A=—(A = Ay)

» A=pouA=-—p
Nous nous appuyons sur plusieurs lemmes techniques sur F et
= (listés en fin de preuve).
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Correction et complétude
3 /
SiA=—A

» I'=——A’ implique T = A’
» HRsur w(I'A') =n—2:T = A’ implique ' - A’
» ' A’ implique I' - ——A’
SiA=A1=A;
» I'=A; = Ayimplique ' Ay = A;
» HR sur w('u{As},A2) =n—2:T,A; E Ay implique I', A; - Ay
» A F Ayimplique ' Ay = A
SiA=—(A = Ap)
» I'E=—(A; = Ap) implique ' = Ay et ' = A

» HRsur u(I', A1) =n—u(Az) —3et w(l, —~Az) =n—p(Ay) —2:
doncI' = A; implique I' - A et ' = —A, implique ' - —A»

» ' Ajetl - —Ay implique ' - —(A; = Ap)
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Correction et complétude

SiA =pouA =—p:onétudie la forme des formules dans I
» T'=T’,—B
» '=T'"B; = B,
» '=T',—(B; = B,)
» I' ne contient que des formules de la forme r, —r
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Correction et complétude

Silr=r/,—B
» I'",—B = Aimplique I'",B = A
» HRsur w(I" U{B},A) =n—2:T",B = Aimplique I'",BF A
» I'",B+ Aimplique I'",—BF A
Silr=Tr'/,B; = B,
» I'",By = B, = Aimplique I'’,—B; = Aetl",B, = A
» HR sur w(I'" U{—B1},A) =n— u(By) — 1 et
w(r" U{Bz},A) =n—u(By) —2:
I'",—Bq = Aimplique I'",—B; - A et '/, B, = A implique
IM,B, A
» I",mBy - Aetl’,B, - Aimplique ’,B; = B, - A
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Sil'= r/,_‘(Bl = Bz)

» I'",=(B; = By) = Aimplique I'’,By,—B, = A

» HR sur (I U{By,—B2},A) =n—2:T',B,—B; = A implique
I',By,—By A

» I'",B1,—By F A implique '’,—=(B1 = By) - A

Enfin, si " ne contient que des littéraux et A = pou A = —p.
Notons I' = I'" U T~ (séparation littéraux positifs/négatifs)

\4

» A=petpeT*:0K

» A=petpgl:THA

» A=—pet—peTl™ :0K
» A=—pet—pe¢l:THEA

Si—T*NTIr— #0, T estdelaformel’,r,—retdonc I/, r,—r F A.
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Lemmes techniques sur =

Lemme

» I'= A impliqueT = A
= Ay = Ay implique T', Ay = Ay
= —(A) = A) implique T = Ay et T = —A;
I',—B = A impliqueT',B = A
I'By = By = A implique T,—B; = AetT,B; = A
I',=(By = B,) = Aimplique T’,B1,—B, = A

v

v

v

v

v
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Lemmes techniques sur I-

Lemme
SilT+AalorsT,BF A.

Lemme

» ' Aimplique T = ——A
A - Ay implique T - Ay = Ay
I AjetT F—A, impligue T - —(A; = Aj)
I'BF Aimplique ', ——BF A
I, =B+ AetT,B, - Aimplique",B; = B, - A
I, By, —By - A implique T,—(B; = By) - A
I'B,~BF A

v

v

\4

v

v

\4
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Correction et complétude

Complétude sur I'ensemble des formules
F : ensemble des formules formées avec {—, A, V, =, <=}
F’ : ensemble des formules formées avec {—, =}

Proposition
La transformation © : F — J' définie par induction par
®(p) = p
©(—F) = —O(F)
Q((F1 = F)) = (@(F1) = ©(F))
O((FiAF)) = —(P(F)=~0(F))
@ ((F1V F)) (—@(F1) = ©(F2))
O((F1 <= F)) =
vérifie :

pour tout F € §, O(F) - F

Calcul propositionnel
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Complétude

Lemme
Pour toute formule F € F, si |= F alors - F.

Proposition

Pour tout ensemble de formule I C JF et toute formule F € F,si ' = F
alors T+ F.

v

Preuve :
» théoreme de compacité : il existe un sous ensemble
{G1,...,Gyl finide T, {Gy,...,G,} CT telque G4, ...,G, = F.
» Par récurrence sur 7 il est facile de démontrer que pour
toutes formules G4, ...,G,, F

Gl,...,Gn):PSSi ):G1:>(G2:>(Gn:>F))

Donc G; = (G, = -+ (G, = F)) est une tautologie
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Complétude (preuve)

» D’apres le lemme précédent, cela implique que
=G = (G, = --- (G, = F)) qui, par une suite d"application
de la regle e, permet d’établir G,,...,G, - F

» Nous concluons alors par le résultat suivant
pour tout ensemble Ty, T, et toute formule F, siT; C T,
etTh = FalorsT, - F.
Ce résultat se prouve facilement par induction sur I - F.

» Nous pouvons alors en conclure que I' - F, car
{Gy1,...,Gy} CT, ce qui termine notre preuve.
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Introduction a I'isomorphisme de
Curry-Howard



Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Le A-calcul simplement typé

Soit {x,y, ...} un ensemble dénombrable de variables, et {x, 3,...} un
ensemble dénombrable d’éléments appelés types de base.

Définition (Types simples)
L’ensemble des types simples est défini inductivement par
» tout type de base est un type simple,

» si A, B sont des types simples alors (A — B) est un type simple.

Définition (Contexte)

Un contexte est un ensemble de couples de la forme (x, A) (noté x : A)
avec x une variable et A un type, tel que chaque variable apparait au
plus une fois.

Notation I'[x : A] le contexte I" auquel on ajoute (x, A) en supprimant
I’ancienne occurrence (éventuelle) de x.
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

A-termes bien typés

Définition
Soit I un contexte, t un terme et A un type. L'ensemble des
triplets (T, t, A) bien typés est défini inductivement par
» si(x,A) € I'alors (T, x, A) est bien typé,
» si (I, u,A — B) et (I',v,A) sont bien typés alors (I', (u v), B)
est bien typé,
» si (I'[x : A, t, B) est bien typé alors (', Ax.t, A — B) est bien
typé.

Notation Quand le triplet (', ¢, A) est bien typé, on dit que t a le
type Adans T, et on écrit ' -t : A.
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Systeme d’inférence associé

Cont
Nx:AFx: A

N'-u:A—B AkFv:A
INAF (uv):B

App

lMNx:Al-t:B
'Ax.t:A—B

Gen

=
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Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

Exemple

Quel(s) type(s) peut-on associer au lambda-terme Ax.x ?

=
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Exemple

Quel(s) type(s) peut-on associer au lambda-terme Ax.x ?

Le lambda-terme Ax.x admet pour type A — A, quel que soit le

type A.
Cont

Gen

x:AkFx: A
FAxx:A— A
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Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

Un terme non typable

Montrer que le terme (x x) n’est pas typable.

=
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Un terme non typable

Montrer que le terme (x x) n’est pas typable.
Si (x x) était typable, on aurait d’apres la regle App, x a la fois de

type A — B et de type A. Or, pour tous types A et B, on peut
montrer (par induction sur A) que A # A — B.
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Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

Exemples

Donner un type pour les termes suivants.
Q M. Ay.Az. ((xy) z)
Q M. Ay Az (x (y z))

=
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Exemples
Cont Cont
a:B—(C—A)Fa:B— (C—A) b:BFB
App —— Cont
a:B— (C—A),b:BF(ab):C— A c:Ckec:C
App
a:B— (C—A),b:B,c:Ck((ab)c):A
Gen
a:B— (C—A),b:BFAc.((ab)c):C— A
Gen
a:B— (C—A)FAb.Ac.((ab)c):B— (C— A)
Gen
FAa.Ab. Ac.((ab)c): (B— (C— A)) — (B— (C— A))
Cont Cont
b:C—B+-b:C—B c:Ckc:C
Cont App
a:B—AFa:B—A b:C:—B,c:CH(bc):B
App

a:B—Ab:C:—B,c:Ck(a(bc)):A
a:B—Ab:C:—BkFA.(a(bc)):C—A
a:B—AFN.Ac.(a(bc)): (C—B)— (C— A)
FAa.Ab.Ac. (a (bc)):(B—A)— ((C—B)— (C—A))

Calcul propositionnel

Gen
Gen
Gen
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Théoreme de correspondance

On restreint ici la logique minimale NM aux formule formées
avec = uniquement. Seuls les regles intro-,, elim., et Ax sont
nécessaires.

Nous identifions les variables propositionnelles et les types de
base par une bijection @ et étendons cette bijection aux formules
en posant

O((p=q)) =0(p) — Og)
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Théoreme de correspondance

Théoréme

Soient Ay, ..., Ay, A des formules propositionnelles (uniquement avec
=), A1,..., A = Asiet seulement si il existe un terme typé de type
®(A) dans le contexte x1 : D(A1),...,x,: D(A,).

Calcul propositionnel 31/38



Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

Exemples

Donner une preuve des formules suivantes sous forme de
lambda-terme.

QO A=B=A
Q@ A=B=C)=(A=B)=A=C

Q@ A=B=(C=D)=E)=((A=D)=F) =
(A= (B=E)=C)=(C=D)=TF
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Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

La solution en Caml...

val £ : ’a -> b -> ’a = <fun>

Calcul proy




Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

La solution en Caml...

# let f fun a b -> a;;
val £ : ’a -> b -> ’a = <fun>

# let £ = fun xy z -> x z (v z);;
val £ : (Ca -> 'b -> ’c) -> ("a -> ’'b) -> ’a -> 'c = <fun>

=
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

La solution en Caml...

# let £
val f :

# let f
val f :

# let £

= fun a b -> a;;
a -> 'b -> ’a = <fun>

=fun xy z ->x z (y z);;
(’a ->’b -> 'c) -> (’a -> b)) -> 'a -> 'c

= <fun>

fun x y z t >y (fun u -> (t (zu (fun v -> x u v t))));

val f :

(’a ->
-> ’'d) -> 'f) -> (Ca -> (b -> ’e) -> '¢c) ->

(C’a

(Cc >

b > (Cc -> 'd) -> ’'e) ->

'd) -> ’f = <fun>

Calcul propositionnel
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Introduction a l'isomorphisme de Curry-Howard

L’assistant de preuve Coq

En Cogq, toutes les preuves sont représentées par des A-termes.

» La logique sous-jacente est beaucoup plus riche que la
logique propositionnelle (ou méme du premier ordre).

» Le A-calcul sous-jacent est muni d"un systéeme de type
beaucoup plus riche que celui du A-calcul simplement typé.

En Coq,

programme = preuve !

Exemple : la preuvede Vn:nat, n#0=3dp, n=p+1
correspond au programme qui calcule le prédécesseur d'un
entier.
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Toutes les regles de déduction

, rAFB . FrFA AFA=B
ntro— —= B elim, T AFB
. A AFB 1 TFAAB > TFAAB
introa FAFAAB ehm/\—FI—A ehm/\—r}_B
1 TFA .5 TFB
IOy AV B OV T AV B
i, [FAVB _AAFC ABEC
v I A A FC
intro- -4 FrﬁikileFB elim-. FFFAA k%FA
. THL
eth TEA
r—AF L : re——A
TBarava ™ 7ra lim--—r172
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Plan
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© Logique classique
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© Introduction a I'isomorphisme de Curry-Howard

o Memento

=
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