Cours 10

Calcul des prédicats : déduction naturelle



Déduction naturelle

Systeme de déduction :
N-A

La formule A est prouvable a partir de I'ensemble de formules T

L’ensemble des preuves I' - A est définie inductivement comme
I’ensemble des couples (I, A)

> tels que A € I aXm

» obtenus a partir d’autres preuves par des regles de
déduction de la logique classique (NK), plus 4 nouvelles
régles (a suivre)
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Déduction naturelle

Rappels : NK
introj% elim_, 1 —4 s AAI—'_BA = B
inton— Ry el R elimA iRt
introl, % introt, %
elimy L ~AVB AAFC ABEC
IAATC
intro_ 4 l_Fji = fAA -5 elim 1 ;qu I—% EA
elim | II:II:—IJA_
By -4 2bs rl;ﬁ;l ehm“%
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Déduction naturelle

. 'HF , .
introy T VsE x n’est pas libre dans I’
elimv% t terme tel que la
[t/x] substitution t/x est licite
I+ F[t
intros ?E[I/lf] t terme tel que la
X substitution t/x est licite
elims re Eblc,lf A }_AC’;P -G x n'est libre ni dans T,

ni dans A, ni dans G
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Correction et Complétude

Nous voulons montrer 1'équivalence
TE"F ssi THF

avec F une formule et T une théorie.
Nous allons pour cela démontrer 1’équivalence

T consistante ssi T cohérente
Définition

Une théorie T est cohérente s’il n’existe pas de formule F telle que
TH FetTF —F (sinon T est dite incohérente).
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Cohérence : propriétés
Proposition

Pour tout théorie T et toute formule close F

THF ssi TU{—F}incohérente

Proposition

Pour toute théorie T et toute formule F, si T = F alors il existe un
sous-ensemble finie Ty de T tel que Ty - F.

Proposition

Si T est une théorie dont toutes les parties finies sont cohérentes, alors
T est cohérente.
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Correction de la déduction

Soit T une théorie.

Théoreme

Soit F une formule,
@ si T+ Falors tout modele de T est un modele de F (T =* F)
© sit+ Falors F est universellement valide.

Corollaire J

Si T a un modele (i.e est consistante), alors T est cohérente.
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Complétude

La réciproque du dernier corollaire est plus difficile : il faut
construire un modéle pour toute théorie cohérente.

Nous suivrons la preuve de Henkin :

@ Toute théorie de Henkin et syntaxiquement compléte admet un
modele.

@ Toute théorie cohérente peut étre étendue en une théorie de
Henkin et syntaxiquement complete.
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Complétude

Définition
Une théorie T est syntaxiquement complete si T est cohérente et si
pour toute formule F, T = Fou T - —F.

Définition

Une théorie T est dite de Henkin dans un langage L si pour toute
formule a une variable libre F[v], il existe un symbole ¢ de
constante dans L tel que si T - JuF[v] alors T - Flc/v].
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Complétude

Théoréme

Si T est une théorie de Henkin dans L, syntaxiquement compléte, alors
T a un modele.

Théoreme

Pour toute théorie T cohérente dans un langage L, il existe L’ D L et
une extension T' et T telle que T’ est une théorie de Henkin
syntaxiquement complete dans L'.
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Correction et complétude

Complétude

Corollaire
Si T est cohérente alors elle admet un modele (i.e est consistante).

Corollaire
SiT = Falors T+ F.

Théoreme (Compacité)

Si T est une théorie dont toutes les parties finies sont consistantes,
alors T est consistante.
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Correction et complétude

Plan
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