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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Les sociétés modernes accordent une confiance grandissante aux systémes informa-
tiques pour ce qui est de la gestion du quotidien. Que nous empruntions une rame de
métro automatique, que nous voyagions avec le dernier Airbus ou que nous passions a
moins d’une centaine de kilomeétres d’une centrale nucléaire, nous faisons nécessairement
confiance aux programmes informatiques placés au coeur de tous ces systémes. Le role
de plus en plus important des programmes informatiques dans des systémes critiques va
pourtant de pair avec leur complexité. Faire confiance a de tels programmes n’est donc
pas anodin. Certaines défaillances de programme, les bogues, sont célébres, notamment
dans le domaine de la recherche spatiale, avec les disparitions de la sonde Mariner 1
en 1962 et de la fusée européenne Ariane 5 en 1996. Les répercussions économiques de
tels accidents sont considérables (de I'ordre du milliard d’euros). Et dans les premiers
exemples que nous avons donnés, les répercussions d’éventuels bogues pourraient se
chiffrer en vies humaines.

Afin d’augmenter la fiabilité des programmes, plusieurs méthodes de vérification
sont désormais utilisées. La méthode la plus employée & I'heure actuelle reste le fest :
le comportement du programme est étudié sur plusieurs cas particuliers d’utilisation.
Si le test permet en pratique de prouver la présence d’erreurs de programmation, il ne
permet généralement pas d’en garantir ’absence (le probléme du test exhaustif étant
indécidable). Les méthodes formelles ont cette ambition : obtenir 'assurance du bon
fonctionnement d’'un programme. La preuve de programme permet ainsi d’obtenir une
preuve (au sens mathématique) de ce bon fonctionnement. Sans étre du niveau technique
de la démonstration du théoréme de Fermat, la preuve de programme est un exercice
difficile car les démonstrations nécessaires apparaissent vite longues et fastidieuses (en
particulier sur les programmes de grande taille) pour étre réalisées « a la main ». 11
est ainsi devenu courant de vérifier les programmes au moyen d’autres programmes.
Le théoréme de Rice assure néanmoins qu’aucun programme n’est capable de vérifier
une propriété non triviale pour tous les programmes d’un langage de programmation
Turing-complet. En clair, I'outil automatique qui dira pour n’importe quel programme

7



8 Introduction

s’il est correct ou non, n’existe pas.

Face & ce résultat théorique fondamental, deux approches distinctes sont proposées.
La premiére consiste & demander l'interaction de 'homme durant le calcul de l'outil
de vérification. C’est par exemple le cas de la preuve assistée par ordinateur : une pro-
priété sur le comportement d’un programme est alors prouvée de fagon interactive entre
Pordinateur et 'utilisateur. L’ordinateur se charge de vérifier la correction des étapes
de raisonnement, et éventuellement d’effectuer certaines parties de la preuve automa-
tiquement. La deuxiéme approche consiste a utiliser des outils automatiques, mais qui
n’apportent que des réponses partielles. L’analyse statique propose ainsi d’analyser un
programme, sans interaction de I'utilisateur, mais sans étre capable de donner forcément
une réponse informative (’outil déclare parfois : « je ne sais pas! »).

Chacune des ces approches posséde des avantages et des inconvénients. Le point
fort des analyses statiques réside dans leur caractére automatique qui les rend capables
d’analyser des programmes de grande taille. L’analyseur ASTREE | | est par
exemple capable de vérifier le programme de commande de vol des Airbus A380, long
de plus de 1.000.000 lignes. Pour sa part, la preuve assistée a actuellement beaucoup
de mal & passer a une telle échelle. Chaque preuve interactive a en effet un cotit de
développement élevé en homme/mois. L’analyse statique reste quant a elle dédiée aux
spécifications faibles de programmes. Seule une partie de la spécification fonctionnelle
d’un programme est traitée. Dans le cas d’ASTREE, il s’agit essentiellement d’une vé-
rification sur les calculs numériques d’'un programme. Avec la preuve assistée, il est
possible de prouver la correction totale d’un programme, c’est & dire la conformité de
son comportement & notre attente. Mais encore faut-il disposer d’une spécification for-
melle compléte, ce qui est, encore une fois, chose rare sur les gros logiciels. L’analyse
statique apparait ainsi étre une méthode de choix pour vérifier les grands programmes
sur des propriétés ciblées.

Un dernier point mérite cependant d’étre étudié : la fiabilité. Pour pouvoir élever les
réponses des outils de vérification au rang de « preuves », il faut en effet estimer que ce
sont eux mémes des programmes corrects. A ce jeu, les assistants de preuve semblent
actuellement les mieux placés. Certains assistants de preuve comme Coq [Coq], Isabel-
le/HOL | | ou encore HOL Light [ | utilisent en effet la notion d’objet de
preuve. La fiabilité d’un assistant repose alors uniquement sur le vérificateur de preuve,
un petit programme chargé de vérifier si un objet de preuve est une preuve valide pour
un théoréme donné. Durant chaque preuve interactive, un objet est construit et vérifié a
la fin de la preuve. Si un bogue dans le systéme de preuve interactive a permis d’utiliser
un raisonnement invalide, 'objet de preuve sera refusé par le vérificateur. La confiance
dans Poutil repose ainsi uniquement sur le code du vérificateur, le noyau de 'assis-
tant, qui doit étre assez simple pour convaincre « & l'oeil nu » de sa correction. Cette
pierre de voute est installée une fois pour toutes au ceeur de 'assistant et sera utilisée
pour toutes les propriétés logiques exprimables dans la logique de Ioutil. A I'opposé,
les analyseurs statiques sont souvent dédiés & un type bien précis de propriété a vérifier
et doivent étre notablement reprogrammés & chaque changement de propriété. La cor-
rection des analyses statiques repose cependant sur une théorie solide : ["interprétation
abstraite | |. Grace a cette théorie, la correction d’une analyse peut étre prouvée
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vis-a-vis de la sémantique d'un programme, c’est & dire par rapport & une description
formelle de son comportement dynamique. Nous pouvons cependant objecter que c¢’est,
cette fois, ’analyse statique qui a du mal & passer & I’échelle, pour le probléme précis
de la preuve de correction. Les preuves des analyses statiques utilisées sur les langages
réalistes sont en effet rarement présentées in eztenso. De plus, méme lorsque le fragment
de preuve existant est convaincant, I'implémentation et la maintenance du programme
associé ne sont pas triviales et peuvent étre source de nombreuses erreurs difficiles &
détecter!.

En conclusion, les analyses statiques semblent étre actuellement les outils les plus
efficaces pour affronter la vérification réaliste des logiciels critiques, mais faire confiance
a leurs calculs constitue généralement une hypothése trés forte. A I'opposé, I'utilisation
des assistants de preuve demande actuellement trop d’interventions humaines pour étre
économiquement viable dans le domaine du développement logiciel, mais leur fiabilité
parait étre une hypothése raisonnable.

Dans nos travaux de thése, nous proposons d’utiliser le point fort des assistants de
preuve pour combler le point faible des analyses statiques. Nous proposons de prouver,
a ’aide d’un assistant de preuve, que 'implémentation d’une analyse est correcte. Nous
ne faisons ainsi plus reposer la correction de I'analyse que sur le noyau de ’assistant de
preuve.

Nos travaux se basent sur l’assistant de preuve Coq. Cet assistant est capable de
produire une implémentation Caml & partir d’une fonction manipulée dans ’assistant.
Nous pourrons ainsi non seulement prouver la correction d’analyses statiques, mais aussi
extraire une implémentation. La preuve formelle est ainsi directement liée & I'implémen-
tation de I’analyseur? et non a la description haut-niveau d’un algorithme.

Il nous semble cependant nécessaire de bien cibler les défis scientifiques d’un tel
travail. La formalisation d’une analyse statique particuliére ne nous parait pas scienti-
fiquement suffisante car elle démontre juste qu'une personne a été suffisamment compé-
tente pour le faire une fois. Comme nous 'avons vu, il y a au moins autant d’analyses
statiques que de langages de programmation et de propriétés a vérifier. Il ne s’agit donc
pas de savoir formaliser une analyse, mais plusieurs. Nous nous attachons donc dans
ces travaux a proposer un cadre de développement pour les analyses statiques certi-
fites qui soit assez général pour englober de nombreuses analyses de natures différentes,
et qui permette de réduire le temps de preuve interactive nécessaire pour la mainte-
nance, ’évolution, voire la création d’autres analyses. Pour satisfaire le premier point,
nous avons choisi de nous baser sur la théorie de 'interprétation abstraite qui est assez
générale pour englober toutes sortes d’analyses statiques. Pour le second point nous
tacherons premiérement de proposer une méthode de preuve qui pourra étre suivie pour
chaque nouvelle analyse, et également de formuler et prouver des théorémes généraux
réutilisables pour plusieurs analyses.

Nous appliquerons ces différentes techniques & I'analyse de programme en bytecode

!Le passage a I’échelle souhaité pour les analyseurs statiques impose notamment d’utiliser des struc-
tures de données efficaces qui sont rarement formalisées au niveau de la preuve de correction de l’analyse,
et pourtant non triviales & implémenter.

La, correction de cette implémentation dépend alors aussi de la fiabilité du mécanisme d’extraction.
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Java. Ce langage a 'avantage de posséder une sémantique formelle déja étudiée. La
portabilité des programmes Java accroit le besoin d’analyses statiques pour ce langage.
Il est important pour 'utilisateur qui télécharge un programme en bytecode, de pouvoir
s’assurer avant ’exécution du programme s’il vérifie certaines régles de sécurité de son
environnement.

1.2 Contexte

La preuve de correction d’analyses statiques dans un assistant de preuve est une
activité de recherche assez récente (la plupart des travaux datent de moins d’'un di-
zaine d’années). Les assistants de preuve semblent désormais avoir acquis la maturité
nécessaire pour permettre ce type de développement.

Le théme de cette thése fait suite & une premiére exploration du sujet par David
Monniaux| |, durant son stage de DEA. Le cadre théorique choisi était alors celui
des connexions de Galois. Ces travaux témoignent des nombreuses difficultés inhérentes
a la construction de connexions de Galois en Coq. L’assistant de preuve n’était a I’époque
pas doté du méme mécanisme d’extraction et n’a alors pas été en mesure d’extraire des
analyseurs & partir des développements réalisés.

Une autre approche se base elle aussi sur 'interprétation abstraite, il s’agit du lan-
gage de programmation RHODIUM | , | dédié a la spécification d’analyses
statiques et de transformation de programme. L’environnement proposé est capable de
générer des optimisateurs écrits en C, accompagné d’une preuve de correction générée
automatiquement. Les cas d’études présentés dans ces travaux sont impressionnants
(analyses inter-procédurales sensibles au contexte, invariants arithmétiques, analyses
d’alias), mais la correction de I’environnement RHODIUM ne repose pas sur des fonda-
tions aussi solides que Coq. Les preuves de correction sont donc elles aussi réalisées dans
une logique dédiée.

Les autres approches que nous pouvons citer utilisent toutes un assistant de preuve
pour prouver la correction d’analyses statiques. Aucune de ces approches ne repose
explicitement sur la théorie de l'interprétation abstraite. Le vérificateur de bytecode
Java a particuliérement été étudié durant ces dernieres années. Les premiers travaux sur
ce sujet furent menés par Cornelia Pusch | |. Par la suite, Yves Bertot a proposé
une formalisation de I’analyse d’initialisation des objets | | dans le vérificateur Java.

Gilles Barthe et al. | | ont ensuite montré comment formaliser la vérifica-
tion de bytecode Java, en raisonnant sur une sémantique exécutable du langage. Ils ont
ensuite proposé | | d’automatiser la dérivation d’un vérifieur certifié. L’envi-
ronnement Jakarta permet ainsi de spécifier le comportement de la machine virtuelle
Java défensive (qui agit sur des valeurs typées en vérifiant dynamiquement si les opéra-
tions effectuées sont bien typées) a l'aide de régles de réécriture, puis de proposer des
régles pour abstraire la machine défensive. Deux machines sont générées & partir de la
description de la machine défensive et des abstractions données. La premiére machine
est une machine offensive qui agit sur des valeurs non typées et qui ne réalise pas de
vérification de type dynamique. La deuxiéme est une machine abstraite non détermi-
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niste qui ne manipule que des types. Cette machine permet de réaliser un vérificateur de
bytecode. Une correspondance entre ces trois machines est ensuite prouvée (une partie
des preuves est générée automatiquement).

D’autres approches ont été suivies pour formaliser le vérificateur de bytecode. Ludo-
vic Casset et al. | | ont extrait un vérificateur sur carte par raffinement de machine
B. Un tel développement a demandé la preuve de plus de 1000 obligations de preuve,
dont plusieurs centaines ont demandé une preuve interactive. Gerwin Klein et Tobias
Nipkow ont utilisé Isabelle/HOL pour formaliser le vérificateur de bytecode | )

|. Leurs travaux autour de Java sont considérables puisqu’ils proposent | |
une formalisation compléte de la sémantique du langage source et du langage de byte-
code, d’un compilateur non-optimisant et d’un vérificateur de bytecode, le tout pour un
langage a objet similaire a Java.

Ils proposent un librairie de semi-treillis pour construire leur analyse. Les preuves ne
sont néanmoins pas faites au niveau de 'implémentation de I’analyse. L’analyseur extrait
de ce type de développement n’atteint donc pas le méme niveau de certification qu’en
Coq. Tous ces travaux sont orientés vers la vérification de types. Encore récemment, la
vérification de bytecode a donné lieu & des développements formels. Solange Coupet-
Grimal et William Delobel | | proposent une approche utilisant intensivement les
types dépendants de Cogq.

D’autre travaux de certification d’analyse peuvent étre cités. Alexandru Salcianu et
Konstantine Arkoudas | | utilisent l’assistant de preuve Athena [Ath]| pour forma-
liser une analyse de flot de données sur du code 3 adresses. Gilles Barthe et Leonor
Prensa Nieto | | proposent une analyse de flux d’information pour un langage de
programmation concurrente formalisée en Isabelle. David Naumann | | se base
quant & lui sur PVS | | pour formaliser une analyse de non-interférence pour un
fragment de Java.

Parallélement & nos travaux de thése, Leroy et al. | , | proposent un
compilateur certifié partant d’un langage impératif similaire & C (Cminor) et produi-
sant du code assembleur PowerPc. La plus grande nouveauté dans ce travail est le
caractére optimisant du compilateur. Ce travail se rapproche donc du nétre pour ce qui
concerne les analyses statiques utilisées durant la phase d’optimisation. Il s’agit d’ana-
lyses réalisées sur un langage intermédiaire de type & adresses. Les analyses de flot de
données formalisées sont actuellement la propagation de constante et la recherche de
sous-expressions communes. A notre connaissance, il s’agit du seul travail, avec le notre,
ol une implémentation efficace a pu étre extraite.

1.3 Structure de ce manuscrit

Ce document est organisé de la fagon suivante. Le chapitre 2 présente ’assistant a la
preuve Coq de fagon didactique. L’objectif de ce chapitre est de permettre & un program-
meur fonctionnel de comprendre les premiéres bases de 'outil. Le chapitre 3 présente
la partie de la théorie de I'interprétation abstraite dédiée & la spécification d’analyses
statiques (alors vues comme des sémantiques abstraites). Nous finissons ce chapitre par
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une discussion sur le cadre théorique a adopter dans nos développements Coq, en pré-
sentant le choix « de raison » que nous avons finalement retenu. Nous basons en effet
nos travaux sur la notion de fonction de concrétisation plutét que sur celle de connexion
de Galois. Le chapitre 4 présente les méthodes de calcul (et d’approximation) de points
fixes issues de la théorie des treillis et de 'interprétation abstraite. Nous appliquerons
ces techniques en Coq pour construire des outils génériques utiles pour implémenter les
calculs itératifs des analyses statiques. Le chapitre 5 propose le premier exemple d’in-
terpréteur abstrait certifié de cette thése, en se basant sur un langage WHILE jouet. Les
deux chapitres suivants proposent des techniques pour faciliter le développement d’ana-
lyses statiques certifiées. Le chapitre 6 propose une librairie permettant de construire
des treillis par composition de foncteurs. Ces structures algébriques constituent un élé-
ment important dans I'architecture d’un analyseur et il est donc important de savoir les
construire facilement dans un assistant de preuve. Afin de proposer un développement
formel ouvert au changement de spécification d’une analyse, il est nécessaire de proposer
une technique de preuve modulaire. Le chapitre 7 propose 'une de ces techniques, dans
le contexte des analyse de références pour langages & objet. Le chapitre 8 présente enfin
différents cas d’études basés sur les techniques précédentes. Quatre analyses sur divers
fragments du bytecode Java sont proposées : une analyse d’intervalles, une analyse de
classe, une analyse de référence modulaire et une analyse d’usage mémoire.

1.4 Nos contributions

Nous présentons maintenant les différentes contributions de ce travail de these.

Détermination d’un cadre théorique Notre premiére contribution a été d’isoler,
parmi la vaste théorie de l'interprétation abstraite, un cadre théorique adapté a la preuve
formelle dans un assistant de preuve comme Coq. Le cadre retenu, et présenté dans la
section 3.3, repose sur la notion de fonction de concrétisation, vérifiant une propriété
de morphisme d’intersection.

Développement modulaire de treillis Notre deuxiéme contribution concerne la
notion de foncteur de treillis. Les structures de treillis que nous considérons comprennent
une propriété assurant la terminaison de calculs itératifs généraux. Une telle propriété
est trés difficile & prouver sur des grosses structures. Nous proposons une librairie de
foncteurs permettant de construire des structures complexes par simple composition
fonctorielle. La construction de ces foncteurs repose notamment sur un résultat nouveau
(le théoreme 6.3.1 de la page 138) concernant le produit lexicographique de relations
partiellement accessibles.

Un technique de preuve modulaire La preuve formelle d’analyse statique fait
apparaitre un besoin accru de modularisation. Sans ce type de méthodologie, les dé-
veloppements deviennent des véritables chiteaux de cartes qui s’écroulent au moindre
petit changement dans l’analyse. Nous avons ainsi proposé une technique de preuve
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adaptée a l'utilisation des concrétisations paramétrées. Cette technique s’est révélée
intéressante pour la formalisation d’analyses de références sur les langages & objets.

Différents cas d’études originaux Plusieurs cas d’études ont été proposés durant
nos travaux.

— L’analyse du langage WHILE est inspirée des travaux de Patrick Cousot | |
Il s’agit de la premiére analyse certifiée utilisant une abstraction numérique (les
intervalles) non triviale, ainsi que les techniques d’élargissement et de rétrécisse-
ment.

— Cette analyse a été ensuite été adaptée par nos soins dans le contexte du bytecode
Java. Nous avons alors ajouté une manipulation des tableaux ainsi qu’un domaine
abstrait permettant la décompilation des expressions.

— Un autre cas d’étude concerne une analyse de classe, inter-procédurale, pour le
bytecode Java. Cette analyse est inspirée de l’analyse proposée par René Ryd-
hof Hansen | |. La preuve de correction de cette analyse a été réalisée en
collaboration avec Vlad Rusu.

— La preuve de correction de cette derniére analyse a ensuite été complétement
reconditionnée pour la rendre plus modulaire. Nous avons ainsi obtenu une analyse
plus précise permettant une abstraction des références par points de création. Ce
type d’abstraction | | n’avait jamais été formalisé dans un assistant de
preuve, voire sur une preuve papier.

— Notre derniére étude de cas concerne 'usage mémoire des programmes bytecode
Java. L’algorithme de cette analyse a été proposé par Gerardo Schneider. Nous
nous sommes chargé de la conception et de la formalisation de la preuve de cor-
rection et de 'implémentation de cette analyse.

Ces travaux ont donné lieu & plusieurs publications. Un premiére proposition de

cadre théorique (alors moins orienté vers l'interprétation abstraite) ainsi que le cas

d’étude de I'analyse de classe ont été présentés dans la conférence ESOP | | et
dans la revue internationale TCS | |. L’analyse d’usage mémoire a été présentée
dans la conférence internationale FM | |. La technique de preuve modulaire du

chapitre 7 fait I'objet d’un article pour le workshop CASSIS | |-
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Chapitre 2

Programmation dans le Calcul des
Constructions Inductives

Coqg est un assistant de preuve basé sur le Calcul des Constructions, un A-calcul
richement typé. Cette base lui procure le statut de langage fonctionnel d’un genre par-
ticulier : le systéme de type est assez riche pour exprimer complétement le comportement
attendu d’un programme. Dans ce chapitre, nous proposons une introduction a Coq sous
I’angle des langages de programmation. Le discours se veut accessible & un programmeur
ML standard. Nous baserons nos exemples sur le langage Caml | |.

Plusieurs présentations de 'outil Coq existent déja | , |- Nous proposons
ici une approche nouvelle : présenter I'outil sans commencer par ses fondements théo-
riques. L’exercice a déja été tenté et réussi pour les langages fonctionnels classiques :
certains ouvrages d’introduction a Caml | ) | ne dévoilent pas son noyau
théorique. Dans le cas de Cogq, il parait intéressant de pouvoir présenter 1'outil sans
un chapitre préliminaire sur la théorie des types. Une telle approche est suivie dans le
tutoriel | | de loutil, mais sous ’angle de ’assistant de preuve. Nous proposons
ici une ascension par la voie « programmation ». La théorie des types sous-jacentes reste
cependant indispensable pour s’assurer une compréhension profonde de toutes les pos-
sibilités de I'outil Coq. Nous finirons donc ce chapitre par une présentation synthétique
de cette base théorique, & la lumiére des exemples concrets proposés dans la premiére
partie.

Nous allons tout d’abord aborder les deux visages de Coq : un langage de program-
mation avec lequel on peut écrire des programmes et les évaluer dans un interpréteur,
mais aussi un assistant de preuve dans lequel on peut écrire des énoncés de théorémes et
les prouver de maniére interactive, avec approbation de l'outil pour chacune des étapes
du raisonnement. Ces deux visages seront respectivement abordés dans les sections 2.1
et 2.2. La présentation de ces deux fonctionnalités fera apparaitre deux « mondes » a
priori distincts : le monde informatif (celui des programmes) et le monde logique (ce-
lui des preuves). Nous verrons dans la section 2.3 que ces deux mondes peuvent étre
mélangés pour écrire des programmes avec des types beaucoup plus riches que dans les
langages de programmation plus classiques. La section 2.4 lévera le voile sur les liens
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profonds qui sont tissés entre ces mondes. Nous finirons ce chapitre par une présenta-
tion du paradigme de programmation par preuve dans la section 2.5, puis du mécanisme
d’extraction de programme Caml & partir de programme Coq dans la section 2.6.

2.1 Programmation en Coq

Dans cette section nous allons faire une présentation de Coq sous I’angle des lan-
gages de programmation. Nous proposerons pour cela des exemples de programme en
fournissant & chaque fois leurs équivalents Caml. Les programmes Coq seront placés a
gauche et les programmes Caml a droite.

Nous allons tout d’abord donner deux exemples de définition de type. Le premier
type permet de coder les entiers binaires. Tout entier binaire non nul de la forme

[ 3 o o _ —
lan---agp sera codé par le terme (ag (... (@, xH))) avec 0 = xO et 1 = xI.
Inductive positive : Set := type positive =
xI : positive -> positive | XI of positive
| xO : positive —-> positive | XO of positive
| xH : positive | XH

Cet exemple montre que le type inductif positive est défini grace & la liste de ses
constructeurs et de leurs types respectifs. Le mot clé Set indique que le type inductif
proposé représente une structure de données. La signification théorique de Set prendra
tout son sens dans la section 2.4.

11 est aussi possible de coder les arbres binaires sur un type de base quelconque.

Inductive tree : Set := type 'a tree =
| leaf : tree | Leaf
| node : A -> tree —-> tree -> tree. | Node of "a  'a tree * "a tree

En Coq, A est définie dans le contexte courant comme un type quelconque. En Caml,
le type tree est donc polymorphe.
Nous pouvons ensuite définir notre premiére fonction

Definition mult2 p := x0O p. let mult2 p = XO p

Le systéme de types de Coq étant plus complexe que celui de Caml, il n’est pas
toujours possible d’inférer automatiquement le type des arguments d’une fonction. Pour
cette raison, il nous faudra souvent préciser ce type lors de la définition des fonctions.
Dans le cas de la fonction mult2 cela donne :

Definition mult2 (p:positive): positive := xO p.

Les deux types positive et tree formeront la base de notre exemple conducteur du-
rant ce chapitre. Le but est de donner une représentation efficace des tableaux d’éléments
de type a | |. Les indices de ces tableaux sont de type positive et les tableaux
sont codés sous forme d’arbres. Les éléments du tableau sont placés sur les noeuds de



Programmation en Coq 17

I’arbre. Pour trouver I’élément associé & un indice binaire p, on suit le chemin tracé par
la séquence de bits qui composent p (en partant du bit de poids faible), en partant de
la racine et en appliquant la convention

xH — arrét sur le nceud courant
xI — on suit la branche droite
x0 — on suit la branche gauche

Lorsque 'on rencontre une feuille avant d’avoir fini le chemin imposé par p on renvoie
une valeur par défaut bot. Ainsi, le tableau [a;b;c;d;e] sera représenté par 'arbre

SN
A, A

VANRAN
0 0 0 0

L. =2 .
— a est & la position 1 =17, donc & la racine de 'arbre

0

— b est a la position 2 = ﬁz, donc on suit le chemin racine — fils gauche
— c est a la position 3 = ﬁz, donc on suit le chemin racine — fils droit
— d est a la position 4 = Wz, donc on suit le chemin racine — fils gauche — fils
gauche
— e est a la position 5 = Wz, donc on suit le chemin racine — fils droit — fils
gauche
Dans le cas oll d=e=bot, on peut aussi représenter le tableau avec 'arbre

A
A A

o0 0 0

Cette recherche est effectuée par la fonction récursive get.

Fixpoint get (bot:A) (t : tree)
(p : positive) {struct t} : A :=
match t with
| leaf => bot
| node a tO tI =>
match p with
| xH => a
| xO p => get bot tO p
| xI p => get bot tI p
end

end.

let rec get bot t p =
match t with
| Leaf —-> bot
| Node (a, tO, tI) —>
(match p with
| XH -> a
| XO p0 —> get bot tO pOl
| XI p0 —> get bot tI p0)
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Le mot clé Fixpoint joue ici le role du let rec de Caml (construction de point fixe).
L’annotation {struct t} indique & Coq que la fonction est récursive structurelle vis a
vis de son argument t. Cette indication permet d’assurer la terminaison de la fonction

dés sa construction.
Une autre fonction importante doit permettre de modifier un tableau a une position
donnée. Il est pour cela nécessaire de savoir créer 'arbre ne contenant qu'une valeur v

en position p.

Fixpoint subst_leaf (bot : A) (p positive) (v : A) {struct p} tree :=
match p with

| xH => node v leaf leaf

| xO p’ => node bot (subst_leaf bot p’ v) leaf

| xI p’ => node bot leaf (subst_leaf bot p’ v)

end.

La fonction subst_1leaf réalise cette tache. Finalement, nous proposons une fonction
de modification. Au lieu de faire une simple substitution en un indice p d’un tableau t,
nous remplagons 'ancienne valeur (get t p) par (f (get t p)). Cela permet de faire
un seul accés au lieu de deux lorsque la nouvelle valeur dépend de ’ancienne.

Fixpoint modify (bot : A)

(t : tree) (p A -> A) {struct t} : tree :=

positive) (f
match t with
| leaf => subst_leaf bot p (f bot)
| node a tO tI =>
match p with
| xH => node (f a) tO tI
| xO p’ => node a (modify bot tO p’ f) tI
| xI p’ => node a tO (modify bot tI p’ f)
end
end.

Les fonctions précédentes peuvent étre testées grace a l'interpréteur. Nous utilisons
pour cela deux valeurs a et bot de type A dont on suppose 'existence grace i la com-
mande Variable a bot : A.

# let _=
subst_leaf "bot" (int2pos 4) "a";;

Eval compute in
(subst_leaf bot 4 a).

leaf : tree

= node bot - string tree =
(node bot Node ("bot",
(node a leaf leaf) Node ("bot",
leaf) Node ("a", Leaf, Leaf),

Leaf),
Leaf)

En Caml, on ne peut pas faire une telle exécution symbolique de fonction poly-
morphe, on spécialise donc la fonction pour un type précis (ici le type string).

Ces exemples nous montrent ainsi l'inclusion du noyau purement fonctionnel de
Caml dans le langage de programmation de Coq. Cette inclusion n’est qu’apparente car
certaines fonctions Caml ne sont pas programmables en Coq : toutes les fonctions Coq
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terminent alors que l'on peut écrire des fonctions qui ne terminent pas en Caml. De
plus, nous n’avons exhibé que des fonctions récursives structurelles. Nous verrons dans
le chapitre 4 comment définir des fonctions récursives plus générales, mais il s’agit d’une
technique plus avancée.

11 nous reste une derniére analogie a faire entre Coq et Caml, & travers leurs systémes
de module. Dans les deux langages on peut encapsuler des types et des fonctions dans
des modules.

Module 1I. module I = struct
Definition t : Set := nat. type t = nat
Definition v : t := 0. let v = O

End I. end

11 faut remarquer que le mot clé pefinition sert & la fois & définir des programmes,
mais aussi des types. Nous utilisons ici le type des entiers nat de Péano.

Inductive nat : Set := type nat =
O : nat | O
| S : nat -> nat. | S of nat

Les modules possédent un type : une signature.

Module Type T. module type T = sig
Parameter t : Set. type t
Parameter v : t. val v : t

End T. end

Nous pouvons ainsi vérifier que le module 1 vérifie la signature T en créant un
nouveau module 17 de type T a partir de 1. Les seuls élément du nouveau module 1’
sont ceux déclarés dans l'interface T.

Module I’ : T := I. module I’ : T =1

Nous verrons dans le chapitre 6, une utilisation plus poussée des modules, & travers
les foncteurs de module.

2.2 Preuve formelle

Coq permet « aussi » de réaliser des preuves formelles : 'utilisateur peut énoncer
un lemme ou un théoréme puis réaliser une preuve interactive a l'aide du langage de
tactiques. Le langage de référence n’est plus Caml mais plutdt celui des textes mathé-

matiques. Nous ne mettrons donc plus en face de nos exemples du code Caml, mais du
« code TEX ».
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Lemma get_subst_leafl
forall (p positive) (b v A), Lemme 2.1.
get b Vp € positive, b,v €A,
(subst_leaf b p v) p = v. get(b,subst_leaf(b,p,v),p)=v
Proof. Preuve : «Preuve par induction sur p, puis
induction p; auto. preuve automatique ». (]
Qed.
Lemma get_subst_leaf?2
forall (pl p2 : positive) (b v : A),| Lemme 2.2.
p2 <> pl -> Vp1,p2 € positive, b,v € A,
get b 1 #Fp2=
(subst_leaf b pl v) p2 = b. get(b,subst_leaf(b,p1,v),p2) =b
Proof. Preuve : «Preuve par induction sur pl, une
induction pl; destruct p2; étude de cas sur p2, puis preuve automatique
simpl; auto || intuition. ». (]
Qed.

A partir de maintenant, nous noterons V le mot clé forall.

Les commandes placées entre les mots clés Proof et Qed sont des tactiques qui
indiquent & Coq les étapes de raisonnement & suivre pour prouver le résultat attendu.
Suivons en détail la preuve du premier lemme. La premiére commande indique une
preuve par induction sur la variable p1. Nous utilisons pour cela le principe d’induction
structurelle associé aux objets de type positive : pour prouver une propriété de la forme
V p:positive, P p, il suffit de prouver le cas de base P xa puis les deux cas inductifs

Vp, Pp—P (xOp)etVp, Pp— P (xI p).
Le systeme génére alors 3 sous buts & prouver, en indiquant le contexte du premier.
3 subgoals
A : Set
P : positive
IHp Vbv A, get b (subst_leaf bp v) p=v
Vbv A, get b (subst_leaf b (xI p) v) (xI p) = v
subgoal 2 is:
Vbv A, get b (subst_leaf b (x0 p) v) (xO p) = v
subgoal 3 is:
YV b v A, get b (subst_leaf b xH v) xH = v

Le premier sous but correspond au cas inductif V p, P p — P (21 p). Ce but contient
des expressions simplifiables. Nous demandons & Coq de faire cette simplification avec
la tactique simpl. Le but courant devient alors

A : Set

p : positive

IHp Vb v A, get b (subst_leaf b p v) p=v
V bv A, get b (subst_leaf b pv) p=v
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Nous pouvons donc utiliser I’hypothése d’induction nommeée 1Hp dans le contexte pour
conclure, avec la tactique apply IHp. Coq passe alors au sous-but suivant. Ce sous-but
est similaire au précédent, on remplace juste xI par x0. Les méme tactiques permettent
donc de conclure. Nous pouvons les enchainer avec un point virgule : simpl; apply IHp.
Le sous-but restant est

A : Set

Vbv : A get b (subst_leaf b xH v) xH = v

Cette fois, nous n’avons pas d’hypothése d’induction & utiliser. Nous pouvons commen-
cer par éliminer les quantifications avec la commande intros. Cette tactique applique
autant de fois que possible la régle introy de la déduction naturelle.

A : Set
b A
v A
get b (subst_leaf b xH v) xH = v

Ce dernier but est trivial. La tactique reflexivity est dédiée & ce type de sous but. La
preuve est ainsi terminée. Le script de preuve final est

Proof.
induction p.

simpl.
apply IHp.

simpl; apply IHp.

intros.

simpl.

reflexivity.
Qed.

Le script donné initialement est plus court car il utilise les possibilités d’automa-
tisation de Coq. Cet exemple nous permet déja de faire une premiére remarque sur
le langage de preuve : un méme énoncé peut admettre des preuves de longueurs radi-
calement différentes. Pour cette raison, il souvent difficile d’évaluer la difficulté d’une
preuve Coq en raisonnant sur sa taille. Ce qu'un utilisateur débutant prouvera en 1000
lignes, sera peut-étre prouvé en 200 lignes par un utilisateur plus expérimenté maitrisant
davantage le langage de commandes de preuves.
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Nous ne donnerons pas plus de détails sur le langage de preuve de Coq. Nous au-
rons principalement besoin dans ce manuscrit du langage de spécification de Coq pour
expliquer ce qui a été prouvé en Coq, plutdt que de quelle maniére cela a été prouve.
Le langage de spécification d’un assistant de preuve constitue une couche sensible avec
I'utilisateur. Si chaque preuve de théoréme est certes vérifiée par la machine, c’est a
I’homme de s’assurer que I’énoncé final du résultat prouvé est bien celui attendu.

Le langage de spécification de Coq reprend la syntaxe classique de la logique des
prédicats enrichie avec la notion de définition inductive. Une définition inductive défi-
nit une propriété comme un plus petit ensemble d’objets clos par certaines regles de
construction. Nous allons illustrer cela sur ’exemple de la relation inf_log telle que
(inf_log p n) est vérifiée si et seulement si le binaire p comporte au plus n symboles
x0 ou xI, c’est & dire au plus n + 1 bits.

Inductive inf_log :
it — t - P 1=
positive na rop nenN
inf_log_xH :
VY (n:nat), (inf_log xH n) inf_log(],n)
| inf_log_xO :
V (p:positive) (n:nat), P € positive, N € N, inf_log(p,n)
(inf_log p n) — —
(inf_log (xO p) (S n)) inf_log(p07,n+1)
| inf_log_xI
V (p:positive) (n:nat), P € positive, N € N, inf_log(p,n)
(inf_log p n) — ) —2
(inf_log (xI p) (S n)). inf_log(p17,n+1)

Chaque définition inductive se voit associer un principe d’induction. Pour prouver
une propriété du type V p n, inf_log p n — P p n, il suffit par exemple de prouver

— V n, P xH n,

—Vpn, inf_ logpn — P pn — P (xO0p) (Sn),

—Vpn, inf_logpn - P pn — P (xI p) (S n).
Ce principe d’induction découle de la caractérisation du prédicat inductif comme plus
petit post-point fixe. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 3.

2.3 Meélanger programmes et preuves

Nous revenons maintenant & ’aspect programmation, en présentant un point parti-
culiérement original de Coq, I'utilisation de preuves dans les programmes.
Nous pouvons ainsi mettre des preuves dans les structures de données

Inductive word : Set :=
| make_word : V p:positive, inf_log p 32 — word.

Le mot clé v est utilisé ici dans un contexte a priori différent de celui des énoncés
de théorémes. Il s’agit ici d’un constructeur de type. Un objet de type word est de
la forme (make_word p h) avec p un élément de type positive et h une preuve de
(inf_log p 32). Letype de make_world est donc de la forme positive — propriété —
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word mais puisque la propriété dépend du premier argument de type positive de
make_world, on nomme cet argument & 'aide du quantificateur v. La notation — devient
alors superflue puisqu’un type A—B peut se noter v _:a, B. Cette construction de type
se nomme produit dépendant. Nous reviendrons sur cette construction importante dans
la, prochaine section.

Cet exemple nous montre que Coq manipule les preuves comme des objets informa-
tiques a part entiére. On peut ainsi écrire précisément le type de certaines structures
de données avec des invariants internes (listes triées, arbres équilibres...). La manipu-
lation des valeurs possédant de tels types est cependant plus complexe qu’avec des
types simples car il faut constamment s’assurer que les invariants sont vérifiés. Prenons
I’exemple du type bin n des binaires d’au plus n + 1 bits.

Inductive bin (n:nat) : Set :=
| make_bin : V p, inf_log p n — bin n.

Ce type est paramétré par un entier n. Programmons maintenant la fonction succes-
seur sur ce type. Nous dispose pour cela de la fonction Psucc : positive — positive
définie par
Fixpoint Psucc (x : positive) : positive :=

match x with

| xI x' = xO (Psucc x')
| xXO x' = xI x'

| xH = xO xH

end.

La fonction succ_bin que nous allons programmer prendra un binaire sur n bits et
renverra son successeur sur (s n) bits. Il nous faudra prouver que ce successeur est bien
codé sur (s n) bits au plus. Nous prouvons pour cela le lemme suivant’

Lemma Psucc_bin : V n p, inf_log p n — inf_log (Psucc p) (S n).
Proof. ... Defined.

Le mot clé pefined est équivalent au mot ged déja rencontré, & la seule différence que
les preuves terminée par Defined peuvent étre utilisées dans les calculs.

Nous pouvons alors programmer la fonction succ_bin
Definition succ_bin (n:nat) (w:bin n) : bin (S n) :=

let (p,h) := w in
make_bin (Psucc p) (Psucc_bin n p h).

La notation 1et (p,h) := w in permet d’accéder aux parameétres p et h du constructeur
make_bin formant w. Elle est équivalente au filtrage

match w with make_bin p h= ... end
L’expression (Psucc_bin n p h) qui apparait dans ce programme représente la construc-

tion d’une preuve de inf_log (Psucc p) (S n) par application du lemme Psucc_bin.
Psucc_bin est donc utilisée comme une fonction & trois arguments : un entier n, un

¢, comme dans le reste du document, nous omettons les scripts de preuve. Ces scripts peuvent
étre consultés et rejoués avec les fichiers Coq associés au manuscrit.
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binaire p et une preuve h de inf_log p n. Avec ces arguments, elle calcule alors une
preuve de inf_log (Psucc p) (S n).

Nous avons ainsi deux versions différentes du calcul du successeur d’un binaire :
Psucc qui opeére sur les entiers binaires de base, et succ_bin qui opére sur les entiers
binaires d’au plus n bits, en promettant de renvoyer un entier sur au plus n + 1 bits.
Il est intéressant de comparer 'exécution de ces deux fonctions. Nous définissons pour
cela un grand entier max.

Definition max : positive :=

xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI
(xI (%I (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI (xI xH))))))))))))))))))))-

Time Eval compute in (Psucc max) .
= 4194304%positive
positive
Finished transaction in 0. secs (0.u,0.s)

La commande Time permet d’afficher le temps de calcul, qui est ici négligeable.
Que se passe-t-il avec succ_bin? Pour le voir, il nous faut d’abord encapsuler max
dans un constructeur make_bin avec une preuve de inf_log max 21.

Lemma inf_log_max : inf_log max 21.
Proof. ... Defined.

Time Eval compute in (succ_bin 21 (make_word max inf_log_max)) .

= make_bin 4194304
(inf log_z0 2097152 21
(inf _log_xzO 1048576 20
(inf log_z0O 524288 19
(inf log _z0O 262144 18
(inf log _zO 131072 17
(inf_log_zO 65536 16
(inf log_z0O 32768 15
(inf_log_s0 16384 14 (-.)))))))))
bin 22
Finished transaction in 262. secs (191.8u,2.09s)

Le temps de calcul est beaucoup plus long? ! Cette différence provient du calcul effectué
par Psucc_bin pour construire une preuve de inf_log (Psucc max) 22. Un tel calcul est
pourtant inutile puisqu’il ne fait que fabriquer une preuve dont on connait statiquement
I'existence : le type de succ_bin nous assurait déja que le binaire

succ_bin 21 (make_word max inf_log_max)

aurait au plus 23 bits.

2Nous avons en fait pris soin de prouver de maniére trés inefficace le lemme Psucc_bin pour bien
faire apparaitre les calculs supplémentaires effectués. La preuve utilisée posséde une complexité de
calcul exponentielle par rapport a n alors qu’'une complexité linéaire était possible. Il convient aussi
de mentionner, pour cet exemple, la possibilité d’indiquer & Coq de ne pas déplier la définition de
Psucc_bin lors de ses calculs.
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Coq peut donc certes étre considéré comme un langage de programmation richement
typé mais I'exécution de ses programmes peut parfois occasionner des calculs inutile-
ment longs. Pour remédier & ce probléme, le mécanisme d’extraction de Coq permet de
transformer un programme Coq en un programme Caml ou les calculs sur les preuves
sont évités. L’extraction de succ_bin produit ainsi un simple appel & Psucc.

Extraction succ_bin.
let succ_bin n w = psucc w

Le role du meécanisme d’extraction est donc de supprimer les parties logiques d'un
programme Coq. Si les termes extraits sont bien typés en Coq, cela assure que les
preuves ignorées dans le calcul Caml existaient bien et donc que les propriétés vérifiées
par les fonctions Coq le seront encore par les fonctions Caml extraites. Nous reviendrons
sur 'extraction dans la section 2.6, & la lumiére des éléments théoriques que nous allons
maintenant dévoiler.

2.4 Les preuves sont des programmes

Les exemples précédents nous montrent que Coq manipule les preuves comme des
programmes fonctionnels :

— une preuve peut étre passée en argument (comme h dans (make_world p h)),

— une preuve peut étre utilisée comme une fonction (voir I'exemple précédent de

(Psucc_bin n p h))

Ce mélange des genres est possible car programmes et preuves sont identifiés en Coq,
plus précisément les preuves sont codées par des programmes (des termes de A-calcul).
Le mécanisme de preuve interactive est donc en théorie superflu puisque toutes les
preuves peuvent étre directement « programmeées ». Il s’agit juste d’une facilité offerte
& l'utilisateur pour construire des programmes de maniére interactive. En pratique, les
preuves interactives restent fort utiles pour construire progressivement des preuves com-
plexes et automatiser certaines parties. La construction d’un terme de preuve demande
de plus une trés bonne compréhension du codage des preuves par les A-termes alors
que la construction interactive est plus accessible pour l'utilisateur débutant. A titre
d’exemple, voici une construction directe de la preuve get_subst_leafl précédemment
proposée :

Fixpoint get_subst_leafl’
(p : positive) (b v : A) {struct p} : (get b (subst_leaf b p v) p = v) :=
match p return (get b (subst_leaf b p v) p = v) with
| xH = refl_equal _
| xO p’ = get_subst_leafl’ p’ b v

| xI p’ = get_subst_leafl’ p’ b v
end.

Cet exemple est donné & titre informatif, nous ne détaillerons pas sa construction.

1’idée de représenter les preuves par des A-termes est liée & 'isomorphisme de Curry-
Howard | , , | qui relie A-calcul typé et systéme de déduction selon
les trois correspondances suivantes :
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type — énoncé de théoréme
terme — preuve
réduction ¢« élimination des coupures

Le lambda calcul typé utilisé en Coq se nomme Calcul des Constructions Inductives
(CCI). Ce calcul a d’abord été proposé par Gérard Huet et Thierry Coquand dans une
version sans types inductifs | |- Les types inductifs ont été rajoutés par la suite
par Thierry Coquand et Christine Paulin | |. L’originalité de ce calcul réside en
partie dans sa grande uniformité : types et termes appartiennent au méme langage. Les
types sont donc des termes a part entiére et ont donc eux aussi un type. Le type d’un
type est appelé sorte (et le type d’une sorte est une sorte). Comme nous 'avons vu
dans les exemples précédents un type t peut représenter un propriété logique, un type
informatif ou une sorte. Pour simplifier un peu?, on peut affirmer que ces trois cas sont
distingués en Coq, en donnant trois sortes possibles & t. Si t a le type Set, c’est un type
informatif. Si t a le type Prop, c’est une propriété logique. Sinon t a le type Type :
par exemple Prop : Type et Set : Type, en utilisant la notation standard « : » pour
la relation « est de type ». Nous ne donnerons pas en détail la syntaxe et les régles de
typage du CCI. Nous nous contenterons de montrer son expressivité & travers I’étude
de deux de ces constructions fondamentales : le produit dépendant et ’abstraction. Le
produit dépendant Vx : t1, t3 est un type qui ne peut étre habité* (dans un monde clos)
que par une abstraction de la forme Ax : t7, t,° avec t, un terme de type t3 et x une
variable qui peut & la fois apparaitre dans t; et t3. Le tableau de la figure 2.1 présente
différentes possibilités pour les types de ty, ty et t3 avec un exemple associé.

’ ‘ type de t1 | type de t3 exemple
1 Set Type AXx :nat, vect x : Vx:nat, Set
2 Set Type Ax:nat, x>0 : Vx:nat, Prop
3 Prop Type AX :Prop, —x : Vx:Prop, Prop
4 Prop Set Ax:nz£0, divmnx : Vx:n#0, nat
5 Type Type Ax:Set, list x : Vx:Set, Set
6 Set Set Ax:nat, x+1 : Vx:nat, nat
7 Type Type Ax:Set, (Aa:x, a) : Vx:Set, x = x
8 Set Set Ax:nat, init x : V¥x:nat, vect x
9 Set Prop Ax:nat, inf log xHx : Vx:nat, inf log xH X

FiG. 2.1 — Différentes versions du produit dépendant Vx : t1, t3, habité par Ax: t;, ts.

Pour les six premiéres lignes de ce tableau, la notation Vx : t1, t3 peut étre remplacée
par t; — t3 car x n’apparait pas dans t3. Dans la ligne 1 vect x est le type des vecteurs
de taille x. La ligne 2 présente le prédicat des entiers positifs. En notation ensembliste,
il se note { x : nat | x > 0 }. La ligne 3 présente la négation logique. Dans la ligne 4,

3La sorte Type est en effet suffisamment grande pour englober tout ces cas.

Yun terme t; habite un type t; s’il admet t; comme type

Le CCI autorise en fait de prendre Ax : t], t; avec t et t] équivalents pour les régles de réductions
définies dans le CCL.
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la division entiére div de type Ym n : nat,n # 0 — nat est partiellement instanciée
sur des arguments symboliques n et m. Son troisiéme argument est une preuve que son
diviseur est bien différent de zéro. C’est ainsi que ’on décrit le caractére partiel de cette
fonction. Le type des listes polymorphes est donné ligne 5. La simple fonction successeur
des entiers occupe la ligne 6, tandis que la fonction identité polymorphe est présentée
ligne 7. Ligne 8, on trouve la fonction init qui construit un vecteur de taille donnée.
Enfin un exemple de terme de preuve est donné dans la ligne 9 : inf log xH x est
une preuve de inf log xH x.

Dans | | Henk Barendregt, classifie différents A-calculs typés en fonction des
dépendances autorisées lors de la construction des abstractions. La construction de
base consiste a faire dépendre un terme d’un autre terme (A-calcul simplement typé,
exemple de la ligne 6). Trois pouvoirs d’expressivité distincts sont ensuite identifiés :

1. un terme peut dépendre d’un type (exemple de la ligne 7),
2. un type peut dépendre d'un terme (exemple de la ligne 1),
3. un type peut dépendre d'un type (exemple de la ligne 5).

Ces trois formes de dépendances sont traditionnellement représentées comme des di-
rections orthogonales dans un espace & trois dimensions. Différents A-calculs typés sont
placés aux extrémités d’un cube en fonction des abstractions qui y sont autorisées. Le
Calcul des Constructions se place comme le plus expressif de ces calculs, il se trouve &
Iopposé du A-calcul simplement typé, en possédant les 3 formes de dépendances précé-
demment énoncées.

Le CCI est donc un calcul trés expressif. A travers I'isomorphisme de Curry-Howard,
c’est le langage de spécification de Coq qui y gagne en pouvoir d’expression. Le systéme
des types inductifs permet quant a lui de dériver automatiquement des principes d’itéra-
tion et de preuve par induction puissants. Un tel principe d’induction a déja été présenté
sur I’exemple de inf_log.

2.5 Programmation par preuve

Nous décrivons maintenant une technique de programmation un peu particuliére :
la programmation par preuve. Nous avons vu dans la section précédente que les preuves
étaient codés par des programmes (A-termes). Nous pouvons en fait tout aussi bien
retourner la situation : Coq manipule les programmes comme des preuves. La fonction
succ_bin peut en effet tout aussi bien étre programmeée a ’aide d’une preuve interactive.
Definition succ_bin’ (n:nat) (w:bin n) : bin (S n).

Proof.
intros n w.
destruct w as [p h].
apply make_bin with (Psucc p).
apply Psucc_bin; assumption.
Defined.

Avant d’expliquer la preuve (ou le programme) réalisé, nous pouvons vérifier que la
fonction obtenue est équivalente & la précédente, avec le lemme suivant
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Lemma succ_bin_eq_succ_bin’ : V n w, succ_bin n w = succ_bin’ n w.
Proof.

reflexivity.
Qed.

La commande reflexivity s’assure en effet que les deux termes sont égaux modulo les
régles de conversion du calcul.

Revenons maintenant sur ce petit moment de magie... En cléturant la premiére
ligne Definition succ_bin’ ... par un point au lieu de :=, nous avons indiqué & Coq
que la définition de succ_bin’ serait interactive. Coq nous demande alors une preuve
interactive du résultat mathématique suivant « pour tout n de type nat, pour tout w de
type bin n, le type bin (S n) est habité ».

1 subgoal

¥V n : nat, bin n — bin (S n)

Nous allons maintenant suivre pas & pas la construction interactive de ce programme, en
donnant & chaque étape le A-terme sous-jacent. La premiére étape consiste & introduire
les deux argument n et w de la fonction avec la commande intros n w.

n : nat
w : bin n Definition succ_bin
(n:nat) (w:bin n) : bin (S n) := ?

bin (S n)

La preuve consiste ensuite & extraire les valeurs (p:positive) et (h:inf_log p n) de w
(par destruct w as [p h]).

n : nat
o) positive Definition succ_bin
h inf_log p n (n:nat) (w:bin n) : bin (S n) :=
================== let (p,h) := w in ?
bin (S n)

Nous construisons ensuite un élément de type bin (s n) grace au constructeur make_bin
appliqué avec la valeur (Psucc p) (commande apply make bin with (Psucc p)). Coq
génére alors un dernier sous but qui demande de donner une preuve de l'invariant
inf_log (Psucc p) (S n) :le deuxiéme argument manquant de make_bin.

n : nat Definition succ_bin
p : positive (n:nat) (w:bin n) : bin (S n) :=
h : inf_log p n let (p,h) := w in

—————————————————— make_bin

(Psucc p)
inf_log (Psucc p) (S n) ?
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Cette preuve est construite grace au lemme Psucc_bin (apply Psucc_bin).

n : nat Definition succ_bin
p : positive (n:nat) (w:bin n) : bin (S n) :=
h : inf_log p n let (p,h) := w in

make_bin

Psucc p)
Psucc_bin n p ?)

(
inf_log pn (

Le systéme demande alors une derniére preuve pour ’hypothése inf_log p n du lemme
psucc_bin. Cette hypothése se trouve dans l'environnement courant (n), la tactique
assumption laisse Coq la trouver automatiquement.

Definition succ_bin
(n:nat) (w:bin n) : bin (S n) :=
Proof completed. let (p,h) =
make_bin (Psucc p)
(Psucc_bin n p h)

w in

Ainsi se termine notre exemple de programmation par preuve.

La manipulation de types dépendants devient parfois trop complexe pour pouvoir
construire certains programmes en une seule définition. La programmation par preuve
permet alors de simplifier un peu la tache de l'utilisateur. Nous aurons l'occasion de
revoir un exemple de programmation par preuve dans le chapitre 4.

2.6 Extraction de programme

Nous terminons ce chapitre par une description synthétique du mécanisme d’ex-
traction de Coq. Nous avons déja parlé d’extraction dans la section 2.3. Le but est de
supprimer les parties logiques d’un programme pour obtenir une version plus efficace
mais vérifiant la propriété de correction assurée par son type Coq. Ce travail peut pa-
raitre facile puisqu’il suffit d’enlever les preuves apparaissant dans un programme. Nous
avons vu dans la section 2.4 que les preuves Coq ne sont rien d’autres que des pro-
gramme. La téache est donc plus difficile que prévue, car programmes et preuves sont
a priori indifférentiables en Coq. Une premiére solution consiste a faire une analyse de
code mort pour détecter les termes dont la réduction n’est pas nécessaire pour le calcul
global. La solution proposée dans la thése de Christine Paulin, et retenue depuis dans
le systéme est de demander & 'utilisateur d’annoter lui méme les parties logiques de ses
programmes. Les deux sortes « jumelles » set et Prop précédemment présentées sont
alors mises a contribution. Le mécanisme d’extraction utilise donc cette information
pour supprimer les calculs occasionnés par la réduction des termes logiques dont le type
est de sorte Prop.

La solution naive qui consiste & supprimer les termes dont le type est de sorte
Prop n’est cependant pas satisfaisante car elle peut mener & des programmes qui s’éva-



30 Programmation dans le Calcul des Constructions Inductives

luent différemment en Coq et en Caml. Ainsi un programme de division® Coq de type
div : V n:nat, n<>0 — nat, prenant deux arguments (un entier n et une preuve que n
est différent de zéro) deviendrait une fonction Caml div : nat — nat prenant un seul
argument. Une expression comme (div 0) ne devrait jamais apparaitre dans le code
Caml extrait car aucune preuve de 0<>0 n’existe, et pourtant (div 0) est bien typé en
Coq (de type 0<>0 — nat), et peut donc étre extrait! L’extraction ne supprime donc
pas toujours les arguments logiques des fonctions, elle les remplace par des termes sous
forme normale pour éviter les calculs. Le mécanisme d’extraction a encore récemment
fait 'objet d’une these | |, il s’agit toujours d’un sujet de recherche actif.

Pour l'utilisateur, 'extraction est un mécanisme « presse-bouton » moyennant le fait
qu’il doit lui méme indiquer les types logiques et les types informatifs. La différence de
nature entre Prop et Set impose certaines restrictions sur les manipulations possibles.
Ainsi lors de la construction d’un terme informatif, on ne peut pas faire de preuve
par cas sur un objet logique car I’objet ne sera plus présent dans le code extrait : le
calcul d’'un objet informatif ne doit jamais dépendre du contenu des objets logiques.
Cette limitation a motivé notre décision de ne pas utiliser de connexions de Galois dans
formalisations Coq. Nous reviendrons sur ce point dans la chapitre suivant.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre l'assistant a la preuve Coq sous 'angle des
langages de programmation, que sa nature A-calcul typé lui confére tout naturellement.
Depuis son récent changement de syntaxe (depuis la version 8.0 | |) sa ressem-
blance avec Caml est encore plus évidente. Dans cette thése, Coq a été utilisé pour
programmer. C’est pour cette raison qu’il nous paraissait intéressant de le présenter
comme un langage de programmation & part entiére. Depuis que Coq s’est vu doté d'un
compilateur | |, ce statut n’en est que plus légitime. Nous n’avons cependant pas
utilisé les possibilités de calcul de Coq car ils sont en général inutilement cotiteux. Notre
protocole de programmation est donc le suivant :

— les programmes sont écrits dans le langage de Coq,

— le type (riche) des programmes est vérifié par Coq,

— les programmes sont extraits vers le langage Caml, compilés par le compilateur

Caml puis exécutés.

Cet exemple est donné dans la thése de Pierre Letouzey | ]



Chapitre 3

Spécification d’analyse statique par
interprétation abstraite

La preuve de programme est fondée sur la modélisation mathématique du comporte-
ment des programmes. Cette interprétation logique est donnée par la sémantique du lan-
gage de programmation considéré. En général la sémantique d’un programme n’est pas
calculable pour un programme quelconque. L’interprétation abstraite est une méthode
pour concevoir des sémantiques approchées de programme. L’abstraction employée per-
met de concentrer la preuve sur les propriétés pertinentes pour le probléme a résoudre.
Si on utilise une abstraction assez forte, on peut obtenir une sémantique abstraite cal-
culable. Les informations ainsi calculées permettent alors de prouver statiquement (sans
exécuter le programme) des propriétés sur le comportement dynamique du programme
(quel que soit son environnement d’exécution). Une telle sémantique abstraite constitue
alors un outil de vérification automatique qui permet de calculer des propriétés non
triviales sur les programmes. Cependant, le théoréme de Rice « plane » : aucune pro-
priété non-triviale d’un langage Turing-complet n’est décidable. La sémantique abstraite
est donc nécessairement incompléte : pour certains programmes, la propriété calculée
n’est pas toujours assez fine. Les outils d’analyse statique construits par interprétation
abstraite restent cependant des outils de vérification de choix :

— contrairement aux méthodes déductives, ils ne demandent pas d’intervention de
I'utilisateur, ce qui les rend plus adaptés pour la preuve de programmes de plu-
sieurs milliers de lignes,

— 1l n’est pas nécessaire de disposer d’une spécification formelle détaillée du pro-
gramme & analyser, 'analyse g’effectue directement sur le texte du programme
(contrairement aux techniques de model-checking qui travaillent sur un modéle
abstrait de programme, souvent construit a la main, et une spécification des pro-
priétés attendues pour le comportement du programme, en général a 'aide d’une
logique temporelle)

— en ce qui concerne la correction de la méthode de vérification, la théorie de I'in-
terprétation abstraite propose des outils mathématiques pour assurer qu’une sé-
mantique abstraite calcule des approximations correctes de la sémantique d’un
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programme.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode proposée par l'interprétation
abstraite pour spécifier une analyse statique. Les trois ingrédients de base d’une analyse
statique correcte sont la sémantique du langage de programmation analysé, I’abstraction
choisie sur le domaine de la sémantique et enfin I'analyseur statique lui-méme. Un
des messages clés de l'interprétation abstraite, est qu'une fois que les deux premiers
ingrédients ont été choisis, la spécification du troisiéme ingrédient peut étre déduite de
ces deux premiers choix. De plus, la spécification finalement dérivée peut étre facilement
implémentée & I'aide d’algorithmes génériques de résolution ou d’approximation de point
fixe. De tels algorithmes seront présentés dans le chapitre suivant.

Puisque que le coeur du sujet est la notion d’abstraction, nous allons tout d’abord
présenter les structures mathématiques employées pour modéliser cette notion. Le but
de cette section est d’amener de la maniére la plus naturelle possible & la notion de
connexion de Galois, une « clé de voute » dans la théorie de l'interprétation abstraite.
Nous présenterons ensuite des techniques pour spécifier une abstraction correcte d’une
sémantique concréte dans la section 3.2. La section 3.3 présentera enfin notre premiére
contribution : le cadre d’interprétation abstraite que nous avons retenu pour la pro-
grammation d’interpréteurs abstraits en Coq. Nous expliquerons pourquoi le cadre des
connexions de Galois n’a pas été choisi et sur quels résultats théoriques nous pourrons
néanmoins encore nous appuyer dans le cadre retenu.

3.1 La « bonne » abstraction

Le postulat de base de l'interprétation abstraite est que toute sémantique [P] d’un
programme P peut étre exprimée comme un ensemble de valeurs prises dans un domaine
D (ensemble d’états, ensemble de traces). De maniére générale le domaine sémantique
est ainsi muni d’une structure de treillis complet.

Définition 3.1.1. Ensemble partiellement ordonné (poset).
Un ensemble partiellement ordonné (poset) est un doublet (A,C) avec A un ensemble,
et C une relation d’ordre partielle, c¢’est a dire :

Vx e A, xCx (réflexivité)
VX, yeA, xCy AyCx = x=y (antisymétrie)
Vx,y,z€ A, xCy ANyLCz = xCz (transitivité)

Définition 3.1.2. Treillis.

Un treillis est un quadruplet (A, C, L, M) avec
- (A,C) un poset,
— U est une borne supérieure binaire :

Vx,ye A, xCxlUy AN yCxUy
vx,y,z€A, xCz AyCz = xUyCz
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— M est une borne inférieure binaire :

vx,y €A, xMyCx AN xMNyCy
vx,y,z€ A, zEx N zCy = zC xTMy

Définition 3.1.3. Treillis complet.
Un treillis complet est un triplet (A,C,| |) avec
— A un ensemble,
— T une relation d’ordre partielle (réflexive, antisymétrique et transitive)
— || est une borne supérieure : pour toute partie S de A,
-Vae$S, alC|]S
-VbeA,(VaeS, aCb) = ||SCb

Remarque 3.1. Un treillis complet posséde nécessairement une borne inférieure [ |

(pour toute partie S de A, Va €S, [[SCaetVbe A (VaeS, bCa) = bL[]S)

[1s=[JtvIvxesycx}

Remarque 3.2. Un treillis complet posséde toujours un plus grand élément T =[]0 =
L] A, et un plus petit élément L =| |0 =[]A.

Si le domaine sémantique est de la forme P(D) (lus les parties de D), le treillis
complet associé est (P(D),C,U,N). Les éléments de P(D) sont vus comme des pro-
priétés sur les objets de D. L’ordre partiel C modélise ainsi la précision de la propriété
calculée : si Py C Py, Py est une propriété plus précise que P, car elle décrit moins de
comportements possibles que P,. Le fait de présenter la sémantique d’un langage de
programmation sous cette forme n’est pas toujours naturel (notamment pour le cas des
sémantiques dénotationnelles déterministes) mais cela permet de placer tous les langages
de programmation dans un méme cadre théorique. Dorénavant, nous considérerons que
le domaine sémantique A est muni d’une structure de treillis complet (A, C,| |,[]). Les
éléments de A seront souvent appelés des propriétés.

Abstraire la sémantique d’un programme, c’est restreindre ’ensemble des propriétés
utilisées pour exprimer le comportement de ce programme. La notion d’abstraction est
donc naturellement représentée par une partie A C A des propriétés possibles. Une
propriété quelconque P € A sera ainsi approchée par un élément P de A. P sera une
approzimation correcte si elle est moins précise que P : P C P (nous nous restreignons
au cas des sur-approximations).

La question qu’il convient de se poser & ce stade est « qu’est ce qu’'une bonne
abstraction ? ». En d’autres termes, parmi tous les choix possibles pour définir A, quels
sont les meilleurs 7 L’adjectif bonne employé ici ne doit pas étre confondu avec correcte.
Le critére de correction d’une sémantique abstraite vis & vis d’une sémantique concréte
sera abordé dans la prochaine section. Nous étudions ici les qualités qui devront nous
faire préférer certaines abstractions plutot que d’autres.

Pour toute propriété P, notons Qp ’ensemble {P € A | P C P} des approxima-
tions correctes de P. La moindre des choses, c’est bien stir qu’il existe toujours une
approximation (VP, Qp # ()), mais nous pouvons aller plus loin : si P1 et P, sont deux
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approximations correctes d'une méme propriété P, laquelle choisir? Si Py et P, sont
comparables pour C on prendra bien sir la plus petite (plus précise), mais dans le cas
contraire nous n’aurons pas de meilleur choix que d’essayer les deux propriétés et voir
laquelle donne, au final (dans le reste des calculs) la réponse la plus fine. Une telle si-
tuation n’est pas trés confortable, car elle demande de faire des choix non déterministes
durant les calculs pour assurer une précision maximum. Une « bonne abstraction »
devrait donc permettre d’éviter ce genre de déconvenue. Ces remarques nous ameénent
ainsi tout naturellement & « ’hypothése raisonnable » proposée par Patrick et Radhia
Cousot dans leur article fondateur | | : pour tout propriété P, I'ensemble Qp des
approximations correctes de P doit posséder un plus petit élément', noté p(P)%. Notre
premier critére de bonne abstraction peut donc étre résumé par ’affirmation suivante.

A C Aest « une bonne abstraction » si pour toute propriété
Pe A Op={P e A|PL P} admet un plus petit élément.

Nous allons maintenant présenter diverses re-formulation de ce critére, en suivant
toujours l'article fondateur de Patrick et Radhia Cousot | |. Une premiére re-
formulation peut étre proposée au moyen de la notion de Famille de Moore.

Définition 3.1.4. Famille de Moore.

Soit (A,C, U, M) un treillis complet et M C A une partie de A, M est une famille de
Moore de A si elle close par plus grande borne inférieure : pour toute partie S de M,
[1S appartient & M.

Remarque 3.3. Si M C A est une famille de Moore de A, alors nécessairement
T € M. En effet, 0 C M, donc T =[]0 € M. Notre définition difféere quelque peu
de celle prise dans la thése d’état de Patrick Cousot [ P. C’est pourquoi nous
donnerons parfois les preuves de certains résultats de cette section.

Théoréme 3.1.1. Soit (A,C,|],[']) un treillis complet et A C A. Sipour tout P € A,
{P EA|PLC P} admet un plus petit élément alors A est une famille de Moore de A, et
réciproquement.

Preuve : Supposons tout d’abord que [|Qp € Qp,VP € A (si le plus petit élément
d’une partie B existe, c’est nécessairement []B), considérons une partie S de A et
montrons que [|S appartient & A. Par hypothése sur la famille des (Qp)pca, il nous
suffit de montrer que []1Qns =[1]S. Or, d'une part Vx € Qns, [ ]S E x, par définition
de Qs, donc on peut déja affirmer que [1SC[] 9ns- D’autre part, pour tout x € S,
x € Aet[]SCxdoncx € 9ns- On peut ainsi affirmer que § C Q5 et par suite que
[191s E[1S. Ceci termine la preuve du premier sens de notre énonce.

Si nous supposons maintenant que A est une famille de Moore de A, il nous faut
montrer que pour tout P € A, [|Qp appartient & Qp. Remarquons tout d’abord que

'Ce qui implique Qp # 0

2Un plus petit élément étant unique, lorsqu’il existe, la notation fonctionelle p(P) est légitime

3T € M n’était pas une conséquence de la définition de famille de Moore car []0 n’était pas considéré
comme égal & T.
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P C[]Qp car VP € Qp, PLC ﬁiﬂ suffit ensuiteii’utiliser l’hypothésg de famille de
Moore avec Qp : on a bien Qp C A, donc [ |Qp € A. Puisque [ |Qp € A et PC []Qp,
on peut affirmer que [|Qp € Qp et ainsi conclure. O

A C A est « une bonne abstraction » si ¢’est une famille de
Moore de A.

Exemple 1. Considérons l'ezemple classique d’une abstraction par les signes sur les
entiers relatifs. Nous avons alors D = Z et A = P(Z). Ay = {0,Z,ZF, 7} est une
partie de A, donc un candidat pour réaliser une abstraction. En considérant [’ordre
partiel C, A7 est un treillis dont le diagramme de Hasse est donné dans la figure 3.1(a).
A =1{0,Z,77,7,{0}} est un autre ezemple de partie de A dont le diagramme de Hasse
est donné dans la figure 3.1(b). Cependant, seule A, représente une bonne abstraction
pour le critére que nous avons choisi : Ay est une famille de Moore alors que Aq ne
Uest pas. En effet, Z- NZ" = {0} € Aq. Le probléme de Aq vient du fait que {0} n’a
pas de meilleure approzimation. Z~ et Z en sont deuz approzimations correctes, mais
sont incomparables.

N
- N Z\ /Z+
NS o

0 |

0
(a) Ay ={0,2,2%,7" } (b) A, ={0,2,2%,Z,{0}}

FiG. 3.1 — Deux exemples d’abstraction par les signes

La fonction p € A — A définie précédemment, envoie ainsi chaque propriété P € A
sur sa meilleure approximation p(P) € A. Elle vérifie les hypothéses d’une fermeture
supérieure.

Définition 3.1.5. Fermeture supérieure.
Soit (AT, |],[1) un treillis complet. Une fonction p € A — A est une fermeture
supérieure de A si elle vérifie les trois conditions suivantes :

~ p est monotone (Vx,y €A, xCy = p(x)Cp(y))

- p est extensive (Vx € A, x C p(x))

~ p est idempotente (Vx € A, p(p(x)) =p(x))

Les trois conditions de cette définition sont assez naturelles. La monotonie assure
que si Py est une propriété plus précise que P, (P1 C P,), alors sa meilleure approxima-
tion p(Py) est plus précise que celle de P2 (p(P1) C p(P3)). L’extensivité assure qu’une
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propriété est toujours plus précise que sa meilleure approximation. L’idempotence af-
firme que si une propriété est une meilleure approximation d’une autre (donc qu’elle est
de la forme p(P)), elle est elle-méme sa meilleure approximation.

Le théoréme suivant nous montre qu’on peut définir de maniére équivalente une
bonne abstraction grace & la notion de fermeture supérieure.

Théoréme 3.1.2. Soit (A,C,| |,[]) un treillis complet et A C A. A est une famille de
Moore de A si et seulement si il existe une fermeture supérieure de A, p € A — A telle

que A = p(A).

Preuve : Supposons dans un premier temps que A est une famille de Moore de A.
Montrons maintenant que la fonction p définie par VP € A, p(P) = []Qp est une
fermeture supérieure de A. Monotonie : si Py,P> € A vérifient P; T P,, alors par
définition des ([ Qp)p et transitivité de C, []1Qp, C []Qp, et par conséquent p(Py) =
[19p, C[19p, = p(P2). Extensivité : pour tout P dans A et pour tout P dans Qp,
P C P donc P C []Qp = p(P). Idempotence : soit P un élément de A, montrons que
p(p(P)) = p(P). Qp est une partie de A donc puisque A est une famille de Moore de
A p(P)=[1Qp € A. Or pour tout élément P de A, P € Qp et VP’ € 95, P C P/ donc
=] QP = p(P). On en déduit en particulier que p(p(P)) = p(P).

Il nous reste & démontrer que p(A) = A. p(A) C A découle du fait que A est une
famille de Moore de A ([1Qp € A VP € A) et p(A) D A du point précédent : P = p(P)
pour tout PcA.

Inversement, si p € A — A est une fermeture supérieure de A, montrons que pour
tout P € A, {ﬁ ep(A)|PLC 5} admet un plus petit élément p(P), ce qui d’aprés le
théoréme 3.1.1, démontrera que p(A) est une famille de Moore de A. Soit P un élément
de A. Par extensivité de p, p(P) € {ﬁ cp(A)|PLC ﬁ}. De plus, pour tout élément P
de {ﬁ ep(A)|PLC ﬁ}, p(P) C p(P) par monotonie de p et p(P) = P par idempotence
de p. Ainsi p(P) est le plus petit élément de {? cp(A)|PLC ?}, ce qui conclut notre
démonstration. O

-
2

C A est « une bonne abstraction » si elle est de la forme
= p(A) avec p une fermeture supérieure.

> x|

Le domaine d’abstraction est donc de la forme p(A). Si ’on restreint I'ordre logique
& cet ensemble on peut lui donner une structure de treillis complet.

Théoréme 3.1.3. Soit (A,C,||,[]) un treillis complet et p € A — A une fermeture
supérieure. Le quadruplet (p(A),C,AS.p(|]S),[]) est un treillis complet.

Preuve : c.f. | | O

Le « monde abstrait » se voit donc tout naturellement muni d’une structure de treillis
complet. Les raisonnements effectués sur ce monde abstrait peuvent se faire & travers
un isomorphisme d’ordre. On choisit ainsi un nouveau treillis complet (Aﬁ, C* |_|ﬁ, |—|ﬁ)

isomorphe a (p(.A), C,AS.p(US),N) par une fonction ¢ : A* — p(A). Si on regarde les
liens ainsi tissés entre A et A%, nous avons alors obtenu une fonction t € Af — A qui
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exprime les propriétés représentées par les éléments de A?, et une fonction 17 ' o p €
A — AP qui donne la meilleure abstraction d’une propriété, élément de A. Dans ce
contexte, un objet abstrait p! € A? sera une approximation correcte d’une propriété
concréte P € Asi P C i(ph).

Un tel couple de fonctions (L_] ope A AL Le Al 5 A) forme une insertion de Ga-
lois.

Définition 3.1.6. Insertion de Galois.
Soit (L1,C1, Ly, 1) et (Lo, o, Ly, [ 1,) deuz treillis complets. Une paire de fonctions
x €Ly —Lyety el — Ly est une insertion de Galois si elle vérifie les conditions
suivantes :

- Wxy ey, Vx2 €Ly, alx1) E1x2 &= x1 E2v(x2)

— v est injective

Réciproquement, si (o,y) est une insertion de Galois entre deux treillis complets
(L1, &, Ly, T 1) et (L2, C2, L5, [ 15), Yo € Ly — Ly constitue une fermeture supérieure
sur L telle que y o a(L1) est isomorphe & Ls.

Un treillis complet (Aﬁ,gﬁ,uﬁ,ﬂﬁ) est « une bonne
abstraction » s’il existe une insertion de Galois entre

(A S, LT et (A% 24, LETT).

Si l'abstraction choisie est assez forte (c’est a dire A assez petit par rapport a A),
nous pourrons espérer calculer une approximation de la sémantique d’un programme



38 Spécification d’analyse statique par interprétation abstraite

dans le domaine abstrait. L’utilisation d’insertions de Galois permettra alors d’implé-
menter les abstractions par des objets informatiques dans le domaine A¥. La nécessité
d’avoir une fonction vy injective est parfois trop contraignante : elle oblige a avoir un
unique représentant abstrait P € Af pour chaque propriété abstraite P € A. On peut
relacher cette contrainte, en utilisant seulement une connexion de Galois.

Définition 3.1.7. Connexion de Galois.
Soit (L1,C1, Ly, 1h) et (Lo, Co, L5, [ 1,) deus treillis complets. Une paire de fonctions
x €Ly —Lyetyely— Ly est une connexion de Galois si elle vérifie la condition

Vx1 € L1,Vxp € Lo, o(x1) B %2 &= x71 C2v(x2)

Le passage d’une connexion de Galois & une insertion de Galois est facile en théorie,

il suffit de considérer un quotient du domaine abstrait par la relation d’équivalence

a@l = aﬁ2 = y(a%) :y(auz).

Un treillis complet (Aﬂ,gﬂ,uﬁ,ﬂﬁ) est « une bonne

abstraction » s’il existe une connexion de Galois entre

(A S, LD et (A% LETT).

Les connexions de Galois sont certes définies par une propriétés trés simple mais
vérifient de nombreuses propriétés. Nous présentons maintenant quelques unes de ces
propriétés que nous serons amenés 4 utiliser par la suite.

Théoréme 3.1.4. Soit (L1,Cq,;,[1;) et (L2, T2, 5[ 1,) deuz treillis complets, et
(a,v) une connexion de Galois entre Ly et Ly. Nous notons cette situation

(wenldo ) S (e, M)

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
- « est une fonction monotone
— v est une fonction monotone
~ youa Ty idy, (avec Ty Uordre point & point sur les fonctions)
~id, Co aoy
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- aoyooa=idg,

- yoaoy=idp,

— o est un morphisme d’union : VS C Ly, v ([ ];S) = ],«(S)

— v est un morphisme d’intersection : VS C Ly, v ([1,S) =[1,v(S)
Inversement, si (L1,C1,1q,[1;) et (L2, C2,15,[1,) sont deux treillis complets, siy €
L, — Ly est un morphisme d’intersection, alors il existe une unique fonction x €
Ly — Ly telle («,y) soit une connexion de Galois entre Ly et Ly. o est définie par

a(x) =ty [ xEavly) )
Preuve : c.f. | | O

Au final nous avons donc présenté quatre définitions équivalentes de la notion d’abs-
traction. Seules les deux derniéres parlent explicitement d’un monde abstrait distinct du
monde concret : ce sont les définitions de choix pour raisonner sur les implémentations
des abstractions. Si 'on s’attache uniquement a l’existence d’une bonne abstraction,
insertions et connexions de Galois sont équivalentes car une connexion peut toujours
étre raffinée en une insertion. En pratique, un domaine abstrait sera considéré comme
meilleur g’il est relié au monde concret par une insertion. Dans le cas contraire, ’espace
de recherche dans le domaine abstrait est inutilement gros et peut donc occasionner
des calculs inutiles. L’implémentation du quotient théorique évoqué précédemment est
toujours possible, mais peut étre cotiteuse. L’opérateur de réduction que nous présen-
terons dans la section 3.2 présentera un moyen de s’accommoder d’une fonction de
concrétisation y non injective, sans perdre trop de précision dans les calculs.

3.2 Spécification d’une sémantique abstraite

Les différentes notions d’abstraction que nous venons de voir font apparaitre deux
mondes distincts : le monde concret et le monde abstrait. Nous supposerons dans cette
section que les liens entre ces deux mondes sont exprimés a 1’aide d’une connexion de

Galois .
(AELH_D — <An)gu‘|_|ﬁ’|—|n>

Nous allons maintenant présenter les résultats généraux de I'interprétation abstraite
qui permettent de spécifier une sémantique abstraite, ayant fixé ’abstraction choisie &
l'aide d’une connexion de Galois. Etant donné une sémantique concréte [P] € A d'un
programme P, le comportement approché de P pourra étre calculé par une sémantique
abstraite [P]* € A*. Les comportements ainsi calculés seront corrects si et seulement si
[P] € v([P]*), ou de maniére équivalente si ([P]) C* [P]*.

Nous avons ainsi entre les mains une premiére spécification d’une sémantique abs-
traite correcte. Dans ce contexte, «([P]) représente la meilleure sémantique abstraite
que 'on puisse espérer avec le choix d’abstraction (o,y). L'interprétation abstraite four-
nit heureusement plus de détails sur la méthode a suivre pour construire [P]¥. L’idée de
base est de suivre la structure de [P]. Ainsi, si [P] s’exprime comme une composition de
fonctions, [P]* pourra étre spécifiée comme une composition de fonctions abstraites. Si
[P] s’exprime comme un plus petit point fixe, [[P]]jj pourra aussi étre spécifié comme un



40 Spécification d’analyse statique par interprétation abstraite

plus petit point fixe. Nous allons maintenant présenter ces deux constructions de base.
Nous présenterons ensuite d’autres résultats de construction de sémantique abstraite.

3.2.1 Evaluation abstraite

Lorsque certains calculs dans le monde concret sont indécidables ou trop cotiteux,
le monde abstrait peut étre utilisé pour effectuer une version simplifiée de ces calculs.
Le résultat de ces calculs devra néanmoins toujours donner une réponse conservatrice
vis & vis du calcul concret. Pour formaliser cette notion « d’évaluation abstraite »,
considérons une fonction f € A — A dans le monde concret. Pour approcher les calculs
de f dans le monde abstrait, il faut définir une fonction ff € A* — A* qui approche
correctement chaque calcul concret. Formellement, un calcul concret est représenté par
un couple (a,f(a)) avec a € A. Lorsque le calcul f# est effectué sur une approximation
correcte de a, donc une valeur abstraite a’ vérifiant «(a) C¥ a, le résultat du calcul
doit correctement approcher f(a) : o(f(a)) Cf ff(a¥). La situation peut étre résumée
par le diagramme suivant

A—5 A

Lo

Ar

y Al
et formalisée par la définition suivante

Définition 3.2.1. Approximation correcte de fonctions.

] Y
Etant donnée une connexion de Galois (A,C,U,N) T (Aﬁ, gﬁ,uﬁ,mﬁ), une fonction
x

i e A' — A" est appelée approximation correcte de f € A — A si
Va € A o € A afa) T af = «(f(a)) CF f(a)

Pour les fonctions abstraites monotones, on peut énoncer plusieurs critéres de cor-
rection équivalents.

Théoréme 3.2.1. Etant donné une connezion de Galois

§
(A,5,0,0) & (404U )

(04

une fonction f € A* — A" monotone et une fonction f € A — A, les quatre assertions
susvantes sont équivalentes :

(i) f% est une approzimation correcte de f,

(i) ocof CF fioa

(1) wofoy c* gt

(iv) foy Eﬁyofﬁ
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Si 'on désire obtenir une précision optimale, il est naturel de s’intéresser aux cas
limites des assertions précédentes. Deux cas limites sont particuliérement intéressants.
Le cas f! = « o f oy fournit une spécification optimale pour f¥, puisque si f@, et fg sont
deux approximations correctes d’une fonction concréte f, si ft-il est plus petite que fg

(pour 'ordre point & point Eﬁ), les calculs de fﬁ seront toujours plus précis que ceux

de fﬂz. oo f oy ne doit cependant pas étre confondu avec une implémentation de fX.
En pratique, o o f oy représente seulement la spécification de la meilleure abstraction
et non un algorithme, car la fonction « est par exemple rarement calculable. Le cas
oo f = ! o  fournit quant & lui un cadre idéal pour approcher les calculs de points
fixes. Nous y reviendrons dans la section suivante.

Exemple 2. Prenons l’ea:emple d’une abstraction numérique & base de comgruences.
Le domaine concret est (P(Z),<,U,()). Si lon s’intéresse a la congruence modulo 2,
nous allons sélectionner parmz P(Z) deuz parties disjointes Zo ={x € Z | x =0 [2] }
et Zy ={x € Z|x=11[2] }. Pour obtenir une famille de Moore, il nous fout aussi
considérer O (car 0 = [ [Zo,Z1}) et Z (car Z =[]0). Choisissons maintenant un monde
abstrail pour cette abstraction. Construisons maintenant une insertion de Galois. Nous
considérons donc un ensemble {1,0,1, T}, copie abstraite de {0, Zo,Z1,7Z}. La précision
relative de nos quatre abstractions (0 C Zo C Z et ) C Zq1 C Z) nous impose alors le
diagramme de Hasse de la figure 3.2. L’insertion de Galois correspondante est donnée
par

y(L) = 0 1 si P=0

Y(0) = Zo x(P) — 0 si P#£0etPCZ
Y1) = Z T ) T si P£OetPCZy
Y(T) = Z T si PZZoetP 7

O/T\1
N

FiG. 3.2 — Diagramme de Hasse de ’abstraction par congruence modulo 2

Supposons maintenant que nous voulions abstraire la multiplication par 2. Nous
cherchons alors une abstraction de la fonction f : P(Z) — P(Z) définie par VP C
Z, f(P) ={ 2x | x € P }. Nous pouvons dans ce cas précis partir de la spécification
o foy et la raffiner jusqu’a obtenir une implémentation abstraite.

axofoy(l) = aof(=a({2x|xed}) =1 (3.1)
aofoy(0) = xof(Zo)=a({2x|x€Zy})=0 (3.2)
aofoy(l) = xof(Z))=al{2x|x€Z1 })=0 (3.3)
xofoy(T) = aof(Z)=a({2x|x€Z})=0 (3.4)
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Ainsi f peut étre correctement abstraite par la fonction f =Ax.if x = L then L else 0.
Plusieurs remarques peuvent étre faites sur ce simple exemple. Tout d’abord, nous pou-
vons remarquer que la fonction abstraite Ax.0 est aussi une abstraction correcte de f mais
moins précise que ff. 4 est de toute facon la meilleure abstraction monotone d’aprés le
théoréme 3.2.1. Ax.0 présente par contre Uavantage d’étre plus efficace que % puisqu’elle
économise un test. On peut donc tout a fait se contenter de Ax.0 par souci d’efficacité,
ou st le calcul abstrait a peu de chance d’étre appliqué sur 1.

Notre derniére remarque porte sur le raffinement effectué ici. Cette remarque va en
partie motiver les choiz que nous ferons dans la section 3.3. Nous avons, pour chaque
valeur abstraite, procédé par réductions successives de 'y, f puis . Certaines de ces ré-
ductions cachent des preuves, d’autres sont des simples dépliages de définition. Pour 'y
et f, il s’agissait d’un simple dépliage. Pour o, deux preuves sont généralement néces-
saires. Prenons le cas de la ligne 3.2. Pour affirmer que x({ x € Z | x =0 [4] }) est égal
a 0 il faut en effet prouver que { x € Z | x =0 [4] } #0 (ie. Ix € Z, x =0 [4]) et
{x€eZ|x=01[4]}C Zg. Seule la derniére propriété est indispensable pour la correction
finale. On peut en effet se passer de la prevve de { x € Z | x =0 [4] } # () en prouvant
la correction de 40 avec le critére foy C y o ft.

Nous pouvons donc observer a travers cet ezemple que la manipulation d’une fonction
d’abstraction o cache des preuves. Méme si les preuves paraissent triviales ici, elles ne le
sont pas toujours en pratique, surtout pour le niveau de détail demandé par un assistant
de preuve comme Coq. Lorsque que l'on désire seulement prouver la correction d’une
fonction abstraite (et non son éventuelle optimalité) , la manipulation de 'y apparait
plus simple que celle de «. Si l'on reprend le contexte des fermetures supérieures de
la section 3.1, o était de la forme "' o p alors que y était égal 6 v. Ainsi y contient
un simple décodage de chaque élément abstrait en une propriété logique, alors que «
contient une opération de fermeture qui est équivalente & une preuve.

Le théoréme 3.2.1 apporte d’autres commentaires. Tout d’abord, il est facile de gé-
néraliser la notion d’approximation correcte & des fonctions & plusieurs variables : une
fonction abstraite f# € A" — AP 4 n variables sera une approximation correcte de
fe A" - Asi Vaﬁ, .. .,agl c Al f(y(aﬁ),...,y(ati 1) E fﬁ(aﬁl,...,agl). En particulier
si 0 € A2 = A est un opérateur binaire concret en notation infixe, une approximation
correcte of € At* — Al de o devra vérifier Vaq, aﬁ2 e Al y(a%) o y(a'.il) C y(aq of aﬁ).
Notre deuxiéme remarque concerne la propriété de composition de cette définition d’ap-
proximation correcte.

Lemme 3.1. S: f%,fﬁ2 e A — Af sont des approzimations correctes des fonctions

concretes f1 et f2 dans A — A, si f1 est monotone, alors f% o fﬁz est une approximation
correcte de fq 0 fy.

Preuve : aofjofyoy Eﬁ xofjoyowmofoy Eﬁ f% Ofﬁ2 par monotonie de «, f% et
extensivité de x oy. O
La notion d’abstraction optimale est par contre rarement, compositionnelle (la condi-

tion suffisante yoa = id est trop forte pour étre vérifiée en pratique : le domaine abstrait
serait au moins aussi précis que le domaine concret puisque (y, &) (et non (x,7y)) serait
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une insertion de Galois). Par conséquent, si [’abstraction d’une composition de fonction
concréte fqo--- o fy peut étre méthodiquement réduite a 'abstraction de chacune des
fi, pour i = 1...n, cela sera généralement au prix d’une perte de précision. Cette re-
marque montre la capacité des connexions de Galois & raisonner non seulement sur la
correction des calculs abstraits, mais aussi sur leur précision.

3.2.2 Points fixes concrets et points fixes abstraits

La section précédente fournit une méthode pour décomposer la spécification de [P]*
en fonction des différentes compositions d’opérateurs concrets qui apparaissent dans
[P]- Une autre construction apparait fréquemment : le point fixe.

Exemple 3. La sémantique d’un programme peut par exemple étre exprimée comme
Uensemble [P] € P(Etat) des états accessibles a partir d’un ensemble d’états initiauz Sp
et pour une relation de transition —pC Etat x Etat.

[P]] —{ S | dsg € So, So —>p S pOSt[—>p](So)
avec post[-] € P(Etat x Etat) — P(FEtat) — P(FEtat) Uopérateur défini par
post[—=](S) ={ sy | Is1 € S,s1 — s2 },V =C Ftat x Etat, VS C FEtat

[P] peut alors étre caractérisé comme le plus petit point fize de 'opérateur monotone
AS.So U post[—pl(S)
[P] = lfp (AS.So U post[—pl(S))

Une fois encore, la théorie de I'interprétation abstraite propose de mimer le concret.
C’est donc tout naturellement par un point fixe abstrait que nous chercherons & appro-
cher un point fixe concret. Le cadre des treillis complets et des connexions de Galois
fournit alors deux résultats importants.

Théoréme 3.2.2. (Knaster-Tarski) Dans un treillis complet (A, C, U, M), pour toute

fonction monotone f € A — A, le plus petit point fize Up(f) de ea:iste et vaut

M{xeA|f(x)Cx}.

Preuve : c.f. | | O
Ainsi, puisque nous nous intéressons & des domaines abstraits munis d’une structure

de treillis complet, tout opérateur abstrait monotone est assurée d’avoir un plus petit

point fixe.

Théoréme 3.2.3. Etant données une connezion de Galois

(el & (s L)

une fonction f! € A* — Af monotone et une fonction f € A — A monotone, si ! est
une approrimation correcte de f alors

oe(1fp(f)) T 1fp(fF)

Sixof="ftoow, on a alors
o(lfp(f)) = Ifp(f)



44 Spécification d’analyse statique par interprétation abstraite

Preuve : c.f. | | O

Par conséquent, le critére de correction précédemment énoncé pour abstraire des
fonctions concrétes permet aussi d’abstraire des points fixes. Le cas optimal n’est par
contre plus & o f oy = f# mais désormais o f = ff o a.

Exemple 4. Si nous reprenons l'exemple 3 a la lumiére des nouveaur théorémes de
cette section, nous pouvons spécifier une sémantique abstraite comme un plus petit point
fize [P]* = Up(F*) sous la condition que F* soit une approzimation correcte de A\S.SoU
post[—p](S).

1l reste alors a spécifier une telle approximation. Les résultats de la section 3.2.1
nous incitent alors a décomposer ce nouveau probléme en trois sous-problémes :

1. trouwver une approximation correcte de Sy,
2. trouver une approzimation correcte de la fonction post[—p] € P(FEtat) — P(Ftat),
3. trouver une approximation correcte de l'opérateur binaire U.

Les deux premiers points dépendent de la structure des états et de la définition de —p.
Le dernier point est gratuit dans le cadre des connections de Galois : U' est une ap-
proximation correcte de U car « est un morphisme d’union.

3.2.3 Techniques d’abstraction

Nous complétons maintenant notre présentation avec différentes techniques géné-
riques pour construire des spécifications de sémantique abstraite.

3.2.3.1 Réduction

Comme nous I’avons vu dans la section 3.1, le domaine abstrait est parfois redondant.
Certains éléments abstraits distincts possédent la méme concrétisation. Une telle situa-
tion peut mener & une imprécision des fonctions abstraites comme le montre 'exemple
suivant.

Exemple 5. Supposons que l’on dispose de deux connexions de Galois

(el =5 (Se ) « (el = (clh)

pour abstraire un méme domaine concret A. Nous pouvons combiner ces deuz abstrac-
tions avec une nouvelle connerion

(Ac) % <A'3Xv4ﬁ£ﬁ»|_|ﬁ»|_|ﬁ>

ol

(af,ah) CF (b4, bh) = of bl A dbChbh, V() db), () bh) e Af x Ab
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pour tout S C A% X Ag,

| [is) = (uﬁ({aﬁaaﬂz, (%, b4) € 1), ({abiTa}, (v}, 1) € S})>

M) = (Hﬁ({aﬁaaﬁz, (0%, b) € ), [T (a0, (0], b%) € sn)

et
a(a) = («q(a),xz(a)) Vae A
vd},ah) = yla})y(ah), ¥(a}, ab) € Af x A}

La nouvelle connexion ainst obtenue est cependant rarement une wnsertion, méme Si
(x1,v1) et (x2,v2) le sont. Ainsi, si on combine linsertion de Galois de l'ezemple 1 oi

Y1
z),<,U,N) ?

1

({J—1»01>_])+1»T1})E%)I_Iﬂ)ﬂg)

yi(Ly) = 0 17 si P=0
v1(01) = {0} 07 si P={0}
Yi(—=1) = Z~ x1(P)=<¢ —1 si PZ{0}etPCZ"
vil+1) = Z* +1 si PZ{0}etPCZT
vi(T1) = Z Ty si PZZ etPgZ*

avec linsertion de ’exemple 2

Y2
P(Z)» g) U) m) 0(—2> <{J—2) 02) ]2> TZ}) EﬁZ) I_lﬁz) |_|n2>

(
Y2(la) = 0 1y, si P=0
v2(02) = Zo o (P) = 0, si P#0etPCZ
va(12) = Zy 257N 1, s PAOetPCZy
Y2(T2) = Z Ty, si PZZyetP &7

tous les couples dans {(Lq, 12),(L1,02),(Lq,12), (L, T2), (01, L2)(—1, L2), (41, L2),
(T1,L2),(01,12)} ont la méme concrétisation (.

Les méfaits d’une telle situation apparaissent lors de ['abstraction d’une fonction
comme succ : P(Z) — P(Z) définie par succ(S) = {x+ 1|x € S}. Il est tentant de vouloir
combiner une approrimation correcte de succ par les signes avec une approximation

correcte par les congruence modulo 2. Ainsi on construit la fonction succh : A% X Aﬁz —

A#] X Aﬁz définie par succﬁ(a%,aﬁz) = (succ%(a%),succﬁz(aﬁz)) avec succ'-iI et succﬁ2 définie

par

succ%(J_ﬂ = 1, succz(J_z) 1y
succ%(Oﬂ = + succz(Oz) = 1,
succ%(—ﬂ = T3 succz(lz) = 0y
succ#] (+1) = +1 succz(Tz) = T,
succ% (T1) T
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succh est en effet une approzimation correcte mais elle n'est pas du tout optimale. On a
par exemple

(L, L2) = aosuccoy(07,12) C succ?(01, 12) = (+1,02)

# i

Pourtant succy et succh sont des approzimations optimales.

N
Si I’'on dispose d’une connexion de Galois (A C,|],[1) =5 (Aﬁ, ct |_|ﬁ, |_|ﬁ> avec
x

une fonction y non injective, I'utilisation de constructions génériques pour définir de
nouveaux opérateurs abstraits (dans l'exemple précédent, le fait de combiner une ap-
proximation correcte du premier domaine avec une approximation correcte du second)
peut occasionner une grande perte de précision. Les constructions génériques sont pour-
tant fort utiles pour économiser la recherche de nouvelles approximations.

Ce probléme peut étre, en partie, résolu en utilisant un opérateur p € A! — Af
qui conserve les approximation correctes : y C y o p (si af € Af est une approximation
correcte de a € A, p(aﬁ) est aussi une approximation correcte). En terme de précision
un tel opérateur devient intéressant lorsqu’il est réductif :p = id (p(a?) est alors une
approximation correcte plus petite que aﬁ). Avec un tel opérateur, tout approximation
correcte f# d’un opérateur concret f peut étre améliorée en considérant p o o p.

Le cadre des connexions de Galois fourni une nouvelle fois un choix optimal pour
p. En effet si on remarque que y C y o p est équivalent & x oy C p, & oy apparait
comme un opérateur de réduction optimal. Tl posséde de plus toutes les propriétés d’une
réduction précise car il est monotone, réductif et idempotent (fermeture inférieure).

Exemple 6. Dans [’exemple précédent ['opérateur de réduction optimal est définie, apres
calcul, par la table suivante

p | L 01 —1 +1 T

Lo | (Ly, L2) (Lq,L2) (L9, L2) (Ly,L2) (Ly,L2)
02 | (L1, L2) (09,02) (=1,02) (+1,02) (T1,02)
T2 | (Ly,L2) (Lg,L2) (=1,12)  (+1,12) (Tq,12)
T2 (L1, L2) (09,02) (=1, T2) (+1,T2) (T4, T2)

p osuccl op est alors une approzimation correcte de succ plus précise que succh. On
a par ezemple cette fois posucctop(01,12) = (L1, L) = aosuccoy(01,12). Lopérateur
de réduction permet ainsi de faire « communiquer » les abstractions par signes et par
congruence. La situation n’est toute fois toujours pas optimale puisque

(—1,02) = o succoy(—1,12)  posucc? op(—1,12) = (T1,02)
Ainsi un opérateur de réduction permet d’améliorer facilement des approximations cor-

rectes d’un opérateur f, mais pour obtenir une approximation optimale il faut revenir
la définition de ocofoy.
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3.2.3.2 Composition
Les connexions de Galois se prétent bien a une composition d’abstraction. Si
Y1,2

C C

<A1,_1,|_|1,|—|]) - (Az,_2,|_|2,|_|2>

04

et s
<A2’EZ’|—|2’|_|2) R (A3’E3‘|—|3’|_|3)
sont des connexions de Galois alors
Y1,20Y2,3

(aneul 1) S (Asssl, M)

X2 30X 2

est une connexion de Galois. On peut ainsi définir une chaine de sémantique abstraite.

3.2.3.3 Partitionnement

Pour abstraire un domaine concret de la forme (P(A x B), C,J,()) on peut utiliser
une technique générique de partitionnement. Pour n’importe quelle connexion de Galois

(Pe.cUN) S5 (L)

permettant d’abstraire le domaine P(B), on peut construire la connexion

(Pxm.cUN) 5 (A-m b

avec

«(S) = Aa.xg({b|(a,b)eS}) VSCAXB
y(F) = {(a,b)|bevyp(F(a))} VFeA — B

1l s’agit d'une technique standard lorsque A représente un ensemble de points de
controle d’un programme. On attache ainsi une information abstraite de B a chaque
point de contréle d’un programme.

3.3 Une théorie minimale

La théorie de 'interprétation abstraite que nous avons présentée était essentielle-
ment basée sur la notion de treillis complet et de connexions de Galois. Comie nous
I’avons observé, un tel cadre est particuliérement bien adapté pour énoncer des résul-
tats généraux sur différentes techniques de construction d’abstraction, en mettant a
chaque fois en évidence les cas optimaux. Dans le cadre de cette thése, notre but est
de spécifier des sémantiques abstraites et de prouver, dans un assistant de preuve, leur
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correction vis-a-vis d’une sémantique concréte. Ainsi les informations calculées par une
telle sémantique sont stres. Nous n’établirons cependant que trés peu de résultats sur
la, précision de ces informations. Les outils d’analyse statique certifiée que nous pro-
poserons seront assurés de renvoyer uniquement des réponses correctes aux questions
qui leur seront posées, mais aucun théoréme Coq ne les empéchera de répondre systé-
matiquement « je ne sais pas ». La capacité d’une analyse & prouver automatiquement
des propriétés non-triviales pour certains programmes restera évaluée de maniére clas-
sique : par preuve « papier » ou tout simplement par test. Seule la propriété critique
de correction sémantique sera donc certifiée.

Avec un tel objectif, certaines structures mathématiques trop riches ne sont plus
rigoureusement indispensables. Nous allons maintenant expliquer pourquoi ['utilisation
des treillis complets et des connexions de Galois n’est pas idéale en Coq. Nous présente-
rons ensuite le cadre alternatif retenu en présentant les résultats généraux qui y restent
valable.

3.3.1 Formalisation des treillis complets en Coq

La figure 3.3 présente la définition du type des treillis complets en Coq. Nous utilisons
ici un type enregistrement. La syntaxe est similaire & la déclaration des enregistrements
en Caml, si ce n’est que le type du n'®™ champ peut dépendre de la valeur du mi®me
champ, si m < n. Contrairement aux enregistrements Caml, un champ peut étre un
type. C’est ici le cas du champ set (le domaine de base du treillis) qui est déclaré de
type Type?. Les quatre autres champs principaux sont eq, order, join et meet. Les autres
champs correspondent aux preuves des différentes propriétés que les champs principaux
doivent vérifier. order exprime un ordre partiel vis-a-vis de la relation d’équivalence
eq”. join et meet sont respectivement la plus petite borne supérieure et la plus grande
borne inférieure. Ces deux fonctions prennent en argument une partie du domaine de
base, modélisée ici par un prédicat® sur les éléments de set (donc de type set — Prop).
1l s’agit d’un codage standard de la théorie des ensembles en théorie des types. L’ap-
partenance d’'un élément a de type set a une partie S (de type set — Prop) s’exprime
par la propriété S a (a vérifie S).

S’il est assez facile de prouver des résultats généraux sur les treillis complets en
Coq (le fichier complete.v regroupe la définition des treillis complets et la preuve des
théoremes 3.1.1 et 3.2.2), il est beaucoup plus difficile d’instancier une telle structure. Si
set est un type informatif, la fonction join, de type (set—Prop) —set, devra pour tout
prédicat P sur set calculer I’élément de set qui est la plus petite borne supérieure des
éléments vérifiant P. Or comme nous ’avons vu dans le chapitre 2, le systéme de types
de Coq s’assure que le calcul d’un objet informatif (comme (join s)) ne dépend jamais

4Nous utilisons ici Type (et non Set) pour pouvoir & la fois définir des treillis complets avec un
domaine de base informatif (pour le treillis des entiers par exemples), mais aussi de plus haut niveau
dans la hiérarchie des types (le treillis des prédicats par exemple).

®La formalisation des quotients étant problématique en théorie des types | ], il est généralement
plus aisée de raisonner modulo une relation d’équivalence que par rapport a 1’égalité standard de Coq

5Nous faison une petite simplification ici. Il faudrait en fait considérer les prédicats compatibles avec
la relation d’équivalence eq. c.f. fichier complete.v (annexe A)
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Record Completelattice : Type :=
{ set : Type;
eq : set — set — Prop;
eq refl : V x, eq x x;
eq_sym : V x vy, eq Xx y — eq y X;
eq trans : Vxy z, e xy — edqy z — ed X z;

order : set — set — Prop;

order_refl : V x y, eq x y — order x y;

order_antisym : V x y, order x y — order y x — eq X V;
order_trans : V x y z, order x y — order y z — order x z;

join : (set — Prop) — set;
join_bound : V x (f:set — Prop), f x — order x (join f);
join_lub : V (f:set — Prop) z,

(V x, £ x — order x z) — order (join f) z;

meet : (set — Prop) — set;
meet_bound : V x (f:set — Prop), f x — order (meet f) x;
meet_glb : V (f:set — Prop) z,

(V x, £ x — order z x) — order z (meet f)

Fia. 3.3 — Type des treillis complets en Coq

du contenu des objets logiques (comme s). Par conséquent si une telle fonction join
était programmable en Coq, elle serait constante! La définition Coq des treillis complets
avec un domaine de base informatif est donc tout simplement impossible. Pourtant le
domaine abstrait doit étre informatif si I’on veut pouvoir extraire un analyseur certifié,
il faut donc utiliser une structure de treillis plus pauvre pour le domaine abstrait.

Pour le domaine concret la situation est meilleure car son type sera rarement infor-
matif.

Exemple 7. Le domaine concret est généralement de forme 2 — Prop (ensemble d’états
par exemple). Sur un tel domaine, la définition de treillis complet en Coq est tout a fait
possible. Le lecteur interessé pour se réferer au fichier complete.v (voir annexe A) qui
contient la construction d’un treillis complet de la forme
{ set = A — Prop,

eq =fun P 0=V x, P x & 0 x,

order = fun P 9=V x, P x — 0 X,

join = fun Q= fun x= 31 P, Q PA P x,

meet = fun 0= fun x=VYV P, QP — P x }

Un tel exemple permet de bien comprendre le codage ensembliste ¢ ’aide de prédicats.

3.3.2 Formalisation des connexions de Galois en Coq

Les connexions de Galois peuvent étre formalisées en Coq & I’aide d’un type enregis-
trement comme celui présenté dans la figure 3.4. La définition est paramétrée par deux
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treillis complets a et B.

Record Galois (A B : Completelattice) : Type :=
{ alpha : set A — set Bj;
gamma : set B — set A;

gal_propl : V a b, order B (alpha a) b

gal_prop2 : V a b, order A a (gamma b)

order A a (gamma b);

_}
— order B (alpha a) b

Fia. 3.4 — Type des connexions de Galois en Coq

La encore, il est trés facile de prouver les résultats généraux classiques sur les
connexions de Galois (c.f. fichier galois.v). Il est par contre nettement moins aisé
de construire une connexion de Galois.

Pour illustrer ce fait, nous allons reprendre ’exemple 2 et présenter la construction
de la connexion de Galois associée en Coq (cette construction se trouve dans le fichier
modZ.V)

Le domaine de base du treillis abstrait est un type énuméré a quatre valeurs.

Inductive t : Set:= Top | MO | M1 | Bot.

Le domaine de base du treillis concret est P(Z), donc z — prop en Coq. Les quatre
abstractions choisies dans le domaine concret sont ainsi définies :

Definition emptyZ : Z — Prop := fun _ = False.
Definition allZ : Z — Prop := fun _ = True.
Definition Z0 : Z — Prop := fun x = x mod 2 = 0.
Definition Z1 : Z — Prop := fun x = x mod 2 = 1.

La définition de gamma : t — (2 — Prop) est particuliérement simple.

Definition gamma (a:t) : Z — Prop :=
match a with
Top = allZz
| MO = Z0
| M1 = 71
| Bot = emptyZ
end.

Puisque le domaine concret est celui des prédicats sur z, gamma peut tout aussi bien étre
défini comme une relation inductive sur t et z.

Inductive gamma’ : t — Z — Prop :=
gamma_top : V x, gamma’ Top x
gamma_0 : V x, x mod 2 = 0 — gamma’ MO x

| gamma_1 : V x, x mod 2 = 1 — gamma’ Ml x.

Cette définition est préférable pour pouvoir profiter des tactiques puissantes qui sont
associées aux types inductifs Coq.

Pour la fonction alpha, la tache est beaucoup plus difficile. En effet, son type
(z — Prop) — t laisse présager la méme difficulté que pour la construction de join
dans les treillis complets. Pour contourner les restrictions du systéme de types de Coq il
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faut se résoudre & introduire des axiomes. L’axiome dont nous avons besoin ici est celui
de la description classique.

Axiom description : V (A B:Type) (R:A — B — Prop),
(V x:A, 3y : B, Rxy) —
(V x:A, (V yl y2:B, Rx yl —- R x y2 — vyl
A — B.
Axiom description_prop : V (A B:Type) (R:A — B — Prop)
(defined:V x:A, Iy : B, R x V)
(functional:V x:A, (V yl y2:B, R x yl — R x y2 — yl = y2)),
V x:A, R x (description A B R defined functional x).

y2)) —

Si une relation R sur des ensembles A et B est définie pour tout élément de A et est
fonctionnelle alors il existe une fonction f € A — B qui vérifie (a,f(a)) € R pour tout
a € A. Avec un tel axiome alpha peut étre définie. On introduit pour cela la relation
alpha_rel associée a son graphe.

Inductive alpha_rel (P:Z—Prop) : t — Prop :=
| alpha_bot : incl P emptyZ — alpha_rel P Bot
| alpha_MO
— incl P (Empty Z) — incl P Z0 — alpha_rel P MO
| alpha_M1
— incl P (Empty Z) — incl P Z1 — alpha_rel P Ml
| alpha_top

— incl P 20 — — incl P Z1 — alpha_rel P Top.

incl désigne ici I'inclusion logique entre deux prédicats. Pour pouvoir utiliser I’axiome
de description il faut prouver les deux lemmes suivants.

Lemma alpha_defined : V P, 3 a:t, alpha_rel P a.
Proof. ... (16 tactiques)... Qed.

Lemma alpha_functional : V P al a2,
alpha_rel P al — alpha_rel P a2 — al=a2.
Proof. ... (42 tactiques)... Qed.

Les preuves de ces deux lemmes demandent d’utiliser 'axiome du tiers exclu, par
exemple pour pouvoir affirmer qu’on se trouve dans l'un des quatre cas P = () ou
PLOPAPCZoouP#ADAPCZjouP gZyAP L Zj. La fonction alpha peut ainsi
étre finalement définie.

Definition alpha : (Z — Prop) — t :=
description (Z — Prop) t alpha_rel alpha_defined alpha_functional.

La différence de difficulté entre la définition de alpha et gamma est ici flagrante. De plus,
I’axiome de description classique que nous avons utilisé ici est extrémement fort pour le
Calcul des Constructions. Dans | | Laurent Chicli et al. démontrent qu’une version
plus faible de cet axiome rend le CCI incohérent. Ce résultat est cependant relatif & une
version du CCI différente de celle actuellement utilisée dans Coq”. Un tel axiome aurait
pu étre évité en se passant d'une vision fonctionnelle de alpha, mais il aurait de toute

"Le systéme de types sous-jacent & Coq a en effet été récemment modifié : les définitions imprédi-
catives d’éléments de type Set (définitions d’objets dans Set qui utilisent une quantification sur tous
les éléments de Set) sont désormais interdites.
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facon fallu prouver les lemmes alpha_defined et alpha_functional (et donc utiliser le
tiers exclu) pour pouvoir raisonner par la suite sur alpha.

Ce type de difficulté nous a poussé & chercher un cadre pour 'interprétation abstraite
plus adapté a la logique intuitionniste de Coq (donc sans avoir recours au tiers exclu) et
aux restrictions du systéme de types de Coq sur la construction des objets informatifs
a partir d’objets logiques.

3.3.3 Le cadre retenu

Notre motivation pour appauvrir le cadre d’interprétation abstraite présenté au
début de chapitre, n’est pas de pouvoir y faire rentrer plus de choses, mais d’économiser
I’écriture de certaines preuves, voire 'usage d’axiomes dangereux pour la cohérence de
Cogq.

Au final, le cadre que nous avons retenu ce caractérise par

une simple structure de treillis sur le domaine abstrait Af

un domaine concret de la forme A =P(D) (b — prop en Coq)

une fonction de concrétisation y € A¥ — A, morphisme d’intersection
binaire : Va%,aﬁz e Af y(a% r# aﬁ) :y(a%) ﬂy(aﬁz)

— T'utilisation de la notion de post-point fixe au lieu de celle de point fixe

Nous allons maintenant commenter chacun de ces points.

Une simple structure de treillis sur le domaine abstrait Dans ce cadre I'exis-
tence de point fixe n’est plus assurée pour les fonctions monotones du domaine abstrait.
En pratique, il nous faudra de toutes facon proposer des algorithmes pour calculer des
points fixes (ou les approcher), ce qui n’était pas assuré dans le cadre des treillis complets
(le calcul des points fixes y est indécidable, c.f. | D

Un domaine concret de la forme A = P(D) La restriction prise sur la forme des
domaines concrets nous permettra de définir les fonctions de concrétisation a 'aide de
relations inductives (de type a* — D — Prop) et ainsi de profiter de I’habilitée du
systéme a manipuler ces constructions. Un tel domaine concret ne parait pas limiter
I’expressivité du cadre, en pratique.

Une fonction de concrétisation y € A — A, morphisme d’intersection binaire
Ne disposant plus de fonction d’abstraction, le seul critére dont nous disposons pour
abstraire les fonctions devient :

Définition 3.3.1. Approximation correcte de fonctions (nouvelle définition).
Soit (A, C) et (Aﬁ, Eﬁ) deux ensembles partiellement ordonnés, y une fonction de (Aﬁ, Eﬁ)
dans (A, C), f1 € A¥ - A est une approximation correcte de f € A — A si et seulement
siVal € Af foy(al) Cyof(al).

Sans méme faire d’hypothése sur v, nous conservons un principe de composition
entre les abstractions correctes de fonctions.



Une théorie minimale 53

Lemme 3.2. 5i fq,fﬁz € A — A sont des approzimations correctes des fonctions
concrétes 1 et £ dans A — A, si f1 est monotone, alors f% o fﬁz est une approzrimation
correcte de f1 0 f>.

Preuve :

1

flofoy C° floyof

Eﬁ yof%ofﬂz
O

La propriété minimale & requérir sur y est sa monotonie. Elle permet en effet de
conserver un résultat de transfert de point fixe similaire & celui du théoréme 3.2.3. Si
I'on se restreint & la notion de post-point fixe, on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit (A,C) et (Aﬁ,gﬁ) deux ensembles partiellement ordonnés, vy
une fonction monotone entre (Aﬁ, Eﬁ) et (A,C), f € A — A une fonction admettant un
plus petit post-point fize Ipfp(f) et 1 € AT = A? une abstraction correcte de f. Tous les
post-points fizes de f' sont des approzimations correctes de lpfp(f) :

Vat € Af, (o) CF o = Ipfp(f) C y(a)
Preuve : Soit a® un post-point fixe de f# : ff(a?) C# af. Puisque y est monotone, nous
avons : y o fi(a?) = y(fi(a)) C y(af). Or f! est une approximation correcte de f, donc
par transitivité f o y(a?) = f(y(a?)) C y(a¥). y(a?) est donc un post-point fixe de f.
Ipfp(f) étant le plus petit, nous pouvons en conclure lpfp(f) C y(a¥). O

La monotonie de y n’est cependant pas toujours suffisante : elle n’assure pas un bon
comportement de y vis-a-vis de l'intersection abstraite. Le théoréme suivant précise la
situation.

Théoréme 3.3.2. Soit (A,C,U, M) et (Aﬁ, e L, Tlﬁ) deuz treillis et 'y une fonction de
Af — A. Les 3 assertions suivantes sont équivalentes

(i) v est monotone

(ii) Va§, dj € A%, y(a}) Uy(d)) Cy(a)LF ab)
(iii) Vai, ab € A%, y(af MF ab) Cy(a}) My(ah)
Preuve : Supposons que (i) est vrai. a@l CH a% Lf ati2 et ati2 Ct a% LA otﬁ2 donc, par
monotonie de 7y, on peut affirmer que y(aﬁ)gy(ag LJf aﬁz) et y(aﬁ)gy(a% Lt aﬁz). On en
déduit ainsi (7).

Inversement, si () est vérifi¢, pour tout a%, aﬂ2 dans A? tels que aq CH anz, a% Lt ag =

ag donc y(aﬁz) Lly(aﬁ) = "y(a% Lf aﬁz) = y(aﬁz). On en déduit que y(a%) C y(aﬁ).
La preuve de (i1)& (i4i) est similaire. O

Ce résultat nous indique une bonne nouvelle pour LI et une mauvaise pour M,
lorsque la fonction de concrétisation est monotone. L est en effet une approximation
correcte de L, mais aucun résultat similaire n’est cependant valable pour I'intersection
(Vinégalité (744) est dans le mauvais sens).
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Le fait que M soit une approximation correcte de MM est pourtant une propriété fort
utile en pratique, puisqu’elle permet de combiner deux approximations correctes d’une
meéme valeur concréte. C’est pour cette raison que nous nous intéressons aux fonctions
de concrétisation morphisme d’intersection. Ce qui revient & demander, de maniére
équivalente que y soit monotone et que M soit une approximation correcte de .

Une telle propriété assure aussi une certaine qualité (au sens énoncé dans la sec-
tion 3.1) : si un élément concret admet un ensemble fini d’approximations correctes,
alors il existe une meilleure approximation pour cet ensemble.

Théoréme 3.3.3. Soit (A,C,U, M) et (Aﬁ,gﬁ,uﬁ,mﬁ) deuz treillis, v un morphisme
d’intersection entre (Aﬁ,l_lﬁ) et (A,N), a un élément de A et a%, cee, aﬁTL e Al des ap-

proximations correctes de a, alors aq M.t aﬁl est une approrimation correcte de a,

meilleure que celles fournies par chacun des aql,.. . agl.

Preuve : On montre par récurrence sur n que y(aq Mt a&) = y(aﬁ) M. I_Iy(agl).
O

Utilisation de la notion de post-point fixe Enfin, nous utiliserons la notion de
post-point fixe plutét que de point fixe car en Coq, les sémantiques se caractérisent
plus facilement sous forme de plus petit post-point fixe que sous forme de plus petit
point fixe. Les deux notions sont équivalentes mais le principe d’induction associé a une
définition inductive permet de prouver la premiére caractérisation sans effort. Prenons
I'exemple 3 des états accessibles a partir d’un ensemble d’états initiaux Sp et pour une
relation de transition R donnée. Nous définissons donc I’environnement Coq un prédicat
S0 et une relation R sur un type de base a.

Variable A : Set.

Variable R : A —- A — Prop.
Variable S0 : A — Prop.

L’ensemble des états accessibles se définit ensuite & ’aide d’une définition inductive avec
deux régles : les états initiaux sont accessibles et les successeurs des états accessibles
sont accessibles.

Inductive reach : A — Prop :=

reach_init : V a, SO a — reach a
| reach_next : V al a2, R al a2 — reach al — reach a2.

Comme pour toute définition inductive, Coq génére un principe d’induction associé a
reach, exprimant le fait que ce prédicat est le plut petit clos par ces constructeurs
reach_init et reach_next.
reach_ind
: VP : A — Prop,
(Vaz:2aA SOa—Pa —

(V al a2 : A, R al a2 — reach al — P al — P a2) —
YV a: A, reach a —» P a

En termes de post-point fixe, les deux constructeurs de reach affirment que le prédicat
reach est un post-point fixe de 'opérateur AS.Sp U post[R](S) et le principe d’induction
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reach_ind démontre que c’est le plus petit. reach est ainsi caractérisé sous forme de
plus petit post-point fixe sans aucune preuve Coq!

3.4 Conclusions et références bibliographiques

La section 3.1 est directement inspirée de | et |. La section 3.2 s’inspire
plus particuliérement de | | et | |- Le but de ces deux premiéres sections était
de présenter 'interprétation abstraite de maniére introductive en motivant chacune des
définitions proposées. Il nous apparaissait en effet nécessaire d’éviter une succession
de définitions mathématiques sans motiver leur introduction. Cette synthése constitue,
de plus, un témoignage de la réflexion que nous avons menée pour sélectionner, en
connaissance de cause, « notre » cadre.

Le cadre traditionnel présenté dans ces deux sections est parfois apparu comme
trop restrictif : certaines abstractions utiles ne satisfont pas I’hypothése d’existence
d’une meilleure abstraction. C’est par exemple le cas de ’abstraction d’un ensemble de
variables numériques par leur enveloppe convexe | |. Une large couverture des diffé-
rents cadres possibles est présentée dans | |- En ce qui concerne nos travaux, nous
avons modifié le cadre standard pour une tout autre raison : leur facilité de manipulation
dans la logique intuitionniste de Coq et dans son systéme de types.

La qualité de ce cadre apparaitra lorsque nous présenterons les différentes analyses
statiques qu’il nous a permis de certifier. La théorie de l'interprétation abstraite avait
déja été formalisée en Coq durant les travaux de DEA de David Monniaux | |-
Le cadre alors choisi était celui des connexions de Galois. Plusieurs théorémes sur les
combinaisons de connexions y étaient formalisés. Cependant, le choix des connexions
de Galois avait nécessité l'introduction de nombreux axiomes et n’avait pas permis
de proposer au final, des analyses statiques certifiées conséquentes. C’est pour cette
raison qu’il nous est apparu important de bien sélectionner dans la théorie standard les
ingrédients suffisants pour aboutir dans le temps imparti & cette thése & des analyses
intéressantes.

Le cadre que nous avons retenu perd néanmoins une propriété importante du cadre
standard : le fait de pouvoir dériver une approximation correcte f! a partir de la spé-
cification « o f oy. Plusieurs exemples de telles dérivations sont donnés dans | |-
Il nous parait intéressant de trouver un cadre qui permette ce genre de manipulation
symbolique, tout en restant facilement formalisable en Coq. Nous y reviendrons dans
notre chapitre de conclusion.
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Chapitre 4

Calcul et approximation de points
fixes

Dans le chapitre précédant, nous avons présenté différentes techniques pour spéci-
fier une analyse statique. Afin de pouvoir implémenter de telles spécifications, il nous
faut maintenant proposer des algorithmes permettant de calculer des post-points fixes
de fonctions. La théorie de linterprétation abstraite, et plus généralement celle des
treillis, propose de tels algorithmes. Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a cer-
tains d’entre eux. Tous seront génériques : ils pourront étre utilisés tels quels pour une
grande palette d’analyses statiques. Ainsi, la majeure partie du travail nécessaire 4 la
programmation d’analyse statique en Coq se situera au niveau de la spécification, la
partie résolution de (post-)point fixe étant pour sa part réutilisable dans de nombreux
contextes.

Nous allons dans une premiére section récapituler les résultats d’existence de plus pe-
tit point fixe dans les treillis complets. Nous aborderons ensuite trois critéres permettant
de calculer ou d’approcher un plus petit point fixe : la condition de chaine ascendante
dans la section 4.2, les techniques d’approximation par élargissement /rétrécissement
dans la section 4.3 puis un critére un peu moins standard, adapté du précédent, lors de
la section 4.4. Pour chacun de ces critéres nous proposerons des programmes certifiés
de calcul itératif.

4.1 Les points fixes d’une fonction monotone dans un treillis
complet
Le théoréme 3.2.2 de Knaster-Tarski présenté dans le chapitre précédent prouve

I'existence, dans un treillis complet, d’un plus petit point fixe pour toute fonction mo-
notone. Un résultat dual peut étre énoncé pour les plus grands points fixes.

Théoréme 4.1.1. (Knaster-Tarski pour les plus grands points fixzes) Dans un
treillis complet (A, C,| |), pour toute fonction monotone f € A — A, le plus grand point
fize gfp(f) de f existe et vaut | [{x € A | x C f(x)}.

57
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Ces deux résultats font ainsi apparaitre trois zones importantes : I’ensemble des

points fixes
def

FP(f) = {xe A | f(x)=x}
I’ensemble des post-points fixes
PostFP(f) < {x € A | f(x) Cx }
et ’ensemble des pré-points fixes

PreFP(f) € {x € A | x C f(x) )

La situation énoncée peut étre résumée par le schéma de la figure 4.1.

PostFP(f)

F1G. 4.1 — Positions relatives des points fixes, post-points fixes et pré-points fixes dans
un treillis complet

Le plus petit élément du treillis L est aussi le plus petit élément de PostFP(f)
et le plus grand élément T est le plus grand élément de PréFP(f). Ainsi PostFP(f)
(respectivement PréFP(f)) n’est pas vide si L (respectivement T) existe. D’apres la
remarque 3.2, ces deux conditions sont respectées dans un treillis complet.

Le théoréme de Knaster-Tarski a l'inconvénient de ne pas proposer de méthode
de calcul pour le plus petit point fixe d’une fonction, car I'opérateur [| est rarement
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calculable. Lorsque la fonction f est continue! (Vs C A, LIf(S) = f(LUS)), le plus petit
point fixe de f peut étre caractérisé par une formule « plus constructive », au sens ou
elle donne une méthode de calcul.

Théoréme 4.1.2. Dans un treillis complet (A,C,| |), pour toute fonction continue
fe A — A, le plus petit point fize lfp(f) de f est égal 6 | J{ f™(L) IneN }.

Il faut remarquer que, puisque la suite L,f(L),...,f™(L),... est croissante (par
monotonie de f, toute fonction continue étant monotone), nous avons pour tout entier k

LML) [neN, n<k}=f<1)
Le résultat précédent peut donc se noter sous la forme

Ifp(f) = lim f™(L1)

n—-+oo

avec limn_, o Xn définie pour toute chaine croissante (xn), par

lim xn—|J{xn|nEN1

n— —+o00

La méthode de calcul suggérée ici consiste donc a itérer f sur L jusqu’a obtenir le
plus petit point fixe de f. Il s’agit cependant d’une méthode semi-compléte puisqu’un
tel calcul peut ne pas terminer.

Exemple 8. N = NU{oo} est un treillis complet pour ’ordre < étendu (avec oo comme
plus grand élément et O comme plus petit). L’opérateur succ défini par succ(n) =n + 1
(0o +1 = o0) est continu. L’ensemble des post-points fizes de f est réduit a {oco}. Son
plus petit point five est donc co. Si l'on considére la suite des itérés (succ™(0)),,, pour
tout n, succ™(0) = n < co. Cette chaine est donc infinie et n’atteint jamais le point fize

de la fonction succ?.

Pour calculer le plus petit point fixe d’'une fonction monotone (ou continue) avec
la méthode d’itération précédente il faut donc disposer d’hypothéses supplémentaires
assurant la finitude des calculs.

4.2 Condition de chaine ascendante

Le critére le plus simple que ’on puisse proposer consiste & interdire 1’existence
de chaines croissantes infinies. On obtient ainsi un critére indépendant d’une fonction
particuliére, résultat primordial pour proposer un outil de calcul générique : la preuve de
terminaison de ’outil ne dépend pas de ’analyse statique étudiée, seulement du treillis
abstrait utilisé.

I hypothése de continuité peut étre réduite & une simple monotonie en considérant des itérations
transfinies [ |
2Le point fixe est atteint en itérant jusqu’au premier ordinal w :

succ® (L) = |_| succ™ (L) :|_|{succ“(0) | n6N1:U{n IneN}=c0

n<w
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4.2.1 Condition de chaine ascendante classique

Définition 4.2.1. Condition de chaine ascendante classique.

Un ensemble partiellement ordonné (A, C) vérifie la condition de chaine ascendante
classique si pour toute suite croissante xo T x1 E -+ CExn C -+ 4l existe un indice k a
partir duquel la suite est stationnaire (Yn >k, xx = Xn ).

Théoréme 4.2.1. Soit (A, C) un ensemble partiellement ordonné vérifiant la condition
de chaine ascendante classique, f une fonction monotone et a un pré-point fixe de f. La
suite a,f(a),...,f™(a),... est stationnaire & partir d’un certain rang. Sa limite est le
plus petit point fize de f plus grand que a.

Preuve : Puisque a est un pré-point fixe de f et que f est monotone, on peut montrer
par récurrence que la suite a,f(a),...,f™(a),... est croissante. La condition de chaine
ascendante assure alors qu'il existe un rang k tel que f*(a) = f*1(a). f*(a) est ainsi un
point fixe de f. Si x est un point fixe de f plus grand que a, on montre par récurrence
que f(a) C x pour tout entier n. Cela démontre en particulier que f<(a) C x. O

Si (A,C) posséde un plus petit élément 1, c’est un pré-point fixe de f. La série
(f™(L)),, converge alors vers le plus petit point fixe de f.

Nous énoncons ce résultat pour un simple ensemble partiellement ordonné. La struc-
ture de treillis n’est plus nécessaire puisque l'existence d'un plus petit point fixe est
maintenant assurée de maniére constructive. La condition de chaine ascendante est ce-
pendant une hypothése forte : les treillis vérifiant cette condition sont généralement des
treillis complets. Il leur suffit de posséder un plus petit élément.

Théoréme 4.2.2. Tout treillis muni d’un plus petit élément et vérifiant la condition
de chaine ascendante admet une structure de treillis complet relative au méme ordre
partiel.

Preuve : ¢f. | | page 39 O

4.2.2 Condition de chaine ascendante constructive

Pour pouvoir implémenter cet algorithme de calcul en Cogq, il nous faut proposer
une définition de la propriété de chaine ascendante qui se préte mieux aux preuves
constructives®. Nous utiliserons pour cela les notions d’accessibilité | ; | et
de relation bien fondée.

Définition 4.2.2. Accessibilité.
Etant donnée une relation < sur un ensemble A, l’ensemble Acc des éléments accessibles
pour < est défini inductivement par

VYyeA y<x = y € Accg
x € Accs

3Nous verrons en effet que le critére classique est difficilement manipulable en logique intuitionniste.
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Définition 4.2.3. Relation bien fondée.
Une relation < sur un ensemble A est bien fondée si tous les éléments de A sont
accessibles pour <.

Intuitivement un élément est accessible pour une relation < s’il n’est le point de
départ d’aucune chaine infinie décroissante pour <. Un exemple trivial d’élément acces-
sible est un élément sans prédécesseur.

Définition 4.2.4. Condition de chaine ascendante constructive.
Un poset (A,C) vérifie la condition de chaine ascendante si l'ordre strict inverse J
associé est bien fondé.

En logique classique les deux critéres de condition de chaine ascendante sont équi-
valents. Le sens "Classique = Constructif" demande méme 'utilisation de ’axiome
du choix pour exhiber une chaine croissante. En logique intuitionniste, il n’y a plus
d’équivalence. Pour étayer un peu cette affirmation, nous proposons maintenant une
démonstration pour établir qu’il n’existe pas de preuve constructive du fait que le poset
(B, =, C) vérifie la condition de chaine ascendante classique avec B = {T,F} et F Cg T.
Le diagramme de Hasse de ce poset trés simple est présenté dans la figure 4.2.

T

FiG. 4.2 — Poset bi-valué

Théoréme 4.2.3. Il n'existe pas de preuve constructive du fait que le poset (B, =, Cg)
vérifie la condition de chaine ascendante classique.

Preuve : Si une telle preuve constructive existait, il existerait une procédure effective
(sous forme d’une machine de Turing Mp) qui, pour tout codage de fonction f: N — B
monotone, construit un entier k vérifiant ¥n,n > k = f(k) = f(n). Montrons que 'on
pourrait alors décider le probléme de ’arrét d’une machine de Turing sur le mot vide,
probléme pourtant notoirement indécidable.

Notons Ly le langage des machines de Turing dont ’exécution sur le mot vide termine
et considérons My une machine de Turing qui, étant donné le codage d'une machine,
réalise les opérations suivantes :

1. My produit le codage de la fonction arretpy € N — B définie par

F sl e —q - est définie

t(n) = : '
vn € N, arret(n) { T sie—n-n est pas définie

avec M —n (d,c) si et seulement si la machine M va dans la direction d en
remplacant le caractére courant par ¢, aprés n transition(s) sur le mot m.
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2. My exécute ensuite la machine Mp sur le codage de arretp (entrée licite puisque
arretp est monotone)

3. My utilise enfin le résultat k du calcul précédent pour tester la valeur de arreta (k) :
si arretpm(k) = T alors My accepte son entrée M, sinon elle la refuse.

Si My accepte une machine M, alors il existe un entier k tel que ¢ —y, - n’ est pas défini
pour tout n supérieur ou égal & k : M s’arréte sur le mot vide.

Inversement, si M s’arréte sur le mot vide, alors il existe un entier k (le nombre de
pas nécessaire pour stopper la machine) tel que pour tout entier n supérieur ou égal a
k, arretpm (k) soit égal a T. Le calcul de My sur arretp va donc retourner un entier k'
tel que arretp(k’) est égal & T. My va donc accepter M.

La machine My déciderait donc Ly, ce qui est impossible. O

Le méme poset vérifie pourtant la condition de chaine ascendante constructive, et
cela peut étre prouvé en logique intuitionniste.

Théoréme 4.2.4. [l existe une preuve constructive du fait que le poset (B, =, Cg) vérifie
la condition de chaine ascendante constructive.

Preuve : L’ordre strict inverse de Cg étant réduit & un seul couple (T, F), la preuve est
aisée.
— T € Acco, puisque T n’a pas de prédécesseur pour Jp.
— F € Acco, puisque le seul prédécesseur de F est T et qu’il est lui méme accessible.
O

Nous ferons désormais uniquement référence au critére constructif. Nous allons main-
tenant présenter la formalisation Coq d’un calcul de plus petit point fixe sur les treillis
vérifiant cette condition de chaine ascendante.

4.2.3 Calcul de plus petit point fixe en Coq

La structure de base sur laquelle nous effectuons nos calculs est le treillis.

4.2.3.1 Définition des treillis en Coq

La figure 4.3 présente la signature des treillis en Coq. Cette signature nécessite
plusieurs commentaires.

Module/enregistrements Nous utilisons ici les modules de Coq. Le type donné est
donc celui d’'un module. Nous aurions aussi bien pu utiliser un enregistrement Coq,
comme nous I'avions fait pour la définition des treillis complets dans la section 3.3.1. Le
meécanisme d’extraction éprouve cependant des difficultés & extraire certains enregistre-
ments lorsque ceux-ci contiennent des définitions de type. En effet, les enregistrements
Caml n’en contiennent pas. Une telle difficulté n’existe pas avec les modules. La figure 4.4
présente la signature des treillis extraite & partir de la signature coq. Tous les objets
logiques assurant la correction des différents opérateurs sont alors supprimés.
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Module Type Lattice.
Parameter t : Set.

Parameter eq : t — t — Prop.

Parameter eq refl : V x : t, eq X x.

Parameter egq_sym : V x vy : t, e x y & eq y X.

Parameter eq trans : V xy z : t, egqxy — eqy z — eq X z.
Parameter egq dec : V x y : t, {eq x y}+{— eq x v}.

Parameter order : t — t — Prop.
Parameter order_refl : V x vy : t, eq x y — order x y.
Parameter order_antisym

Vxvy :t, order x y = order y X — eq X V.
Parameter order_ trans

Vxyz :t, order x y — order y z — order x z.
Parameter order_dec : V x y : t, {order x y}+{— order x vy}.

Parameter join : t — t — t.

Parameter join_boundl : V x y : t, order x (Jjoin x y).
Parameter join_bound2 : V x y : t, order y (Jjoin x y).
Parameter join_least_upper_bound

V xyz :t, order x z — order y z — order (join X y) z.

Parameter meet : t — t — t.

Parameter meet_boundl : V x y : t, order (meet x y) X.
Parameter meet_bound2 : V x y : t, order (meet x y) V.

Parameter meet_greatest_lower_bound
Vxyz:t, order z x — order z y — order z (meet x y).

Parameter bottom : t.
Parameter bottom_is_bottom : V x : t, order bottom x.

End Lattice.

Fia. 4.3 — Signature des treillis en Coq
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module type Lattice =
sig
type t

val eqg dec : t — t — sumbool
val order_dec : t — t — sumbool
val join : t — t — t

val meet : t =5 t — t

val bottom : t
end

Fi1G. 4.4 — Signature (extraite) des treillis en Caml

Egalité standard /raisonnement modulo L’égalité utilisée sur le treillis n’est pas
forcément 'égalité standard car celle-ci est souvent trop forte. Par exemple, lorsque
nous voudrons définir le treillis des intervalles en Coq, nous prendrons un type de base
de la forme

Inductive interval : Set :=
| ITV : Vab : 2, a <= b — interval.

Un intervalle est donc de la forme (ITV a b h) avec h une preuve que ’entier a est infé-
rieur (pour 'ordre étendu sur ZU{—o0, +00}) a l’entier b. Si nous définissons maintenant
I’égalité des intervalles avec ’égalité standard de Coq, deux intervalles (ITV al bl hl)
et (ITV a2 b2 h2) seront égaux si et seulement si les bornes des deux intervalles sont
égales, mais aussi si les preuves nh1 et h2 sont identiques (a réduction pres). Cette der-
niére condition est beaucoup trop forte : une propriété peut admettre plusieurs preuves,
de la méme maniére qu’une spécification peut admettre plusieurs implémentations.

Une égalité ad hoc permet aussi de modéliser les ensembles quotients en Coq. Z/n7Z
sera ainsi représenté par Z, muni de la relation d’équivalence x =y < nlx —vy.

C’est pour cette raison que nous raisonnons modulo une relation d’équivalence eq.
Dans le cas des intervalles, deux intervalles seront déclarés égaux si et seulement si leurs
bornes sont deux & deux égales, mais pas forcément leurs preuves :

Inductive eq : interval — interval — Prop :=
eq def : V a b hl h2, eq (ITV a b hl) (ITV a b h2).

Les booléens richement typés de Coq Les signatures de eq dec et order_dec
nécessitent quelques explications. Le type Coq {P}+{0} est un type inductif informatif*
défini a 'aide de deux constructeurs left : P — {P}+{Q} et right : 0 — {P}+{Q},
avec P et o des propriétés logiques (donc de type prop). Un terme de type (P}+{0Q} est
donc soit de la forme (left h) avec h une preuve de p, soit de la forme (right h) avec h

4de type set.
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une preuve de 9. Dans le cas particulier ol ¢ est égal a —p, le type {P}+{—P} correspond
ainsi & un type booléen enrichi avec une preuve de la propriété p ou de sa négation. Une
fois extrait, le type {P}+{Q} devient non dépendant et complétement équivalent au type
booléen classique. Il devient ainsi le type sumboo1l Caml suivant

type sumbool =
| Left
| Right

La fonction eq_dec est ainsi un test d’égalité et order_dec un test d’ordre.

Une structure de treillis enrichie Cette notion de treillis différe un peu de la
définition standard (définition 3.1.2) puisque nous demandons l’existence d’un plus petit
élément. bot sera utilisé comme pré-point fixe de départ pour les calculs itératifs de point
fixe (ou de post-point fixe).

join et meet compatibles avec eq L’utilisation d’une relation d’équivalence nous
obligera fréquemment & prouver que les fonctions manipulant des éléments de type t sont
compatibles avec I’équivalence eq. Dans le cas des deux fonctions join et meet déclarées
ici, cette compatibilité peut étre déduite des propriétés vérifiées par les deux opérateurs.
Aucune propriété de compatibilité n’est donc requise dans la signature Lattice. Au lieu
de cela, nous prouvons que pour tout treillis ces fonctions sont compatibles. Ces preuves
sont réalisées dans un foncteur de module.

Module Lattice_prop (L:Lattice).
Import L.

Lemma join_eql
Vxvyz, eqxy — eq (join x z) (join y z).
Proof. ... Qed.

Lemma join_eqg2
Vxyz:t, eqyz — eq (join x z) (join x y).
Proof. ... Qed.

End Lattice_prop.

Un foncteur de module est une fonction prenant un (ou plusieurs) module en argu-
ment et retournant un autre module. Le module Lattice_prop peut étre trouvé dans le
fichier 1attice_def.v. Plusieurs résultats généraux y sont prouveés.

4.2.3.2 Calcul de plus petit point fixe par récursion bien fondée

Nous présentons maintenant la programmation du solveur de plus petit point fixe. Ce
solveur est défini & l'intérieur d’'un module solveLeastFixPoint (voir fichier solve wf.v
dans 'annexe A) paramétré par un module 1. de type Lattice.


http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.lattice_def.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve_wf.html

66 Calcul et approximation de points fixes

Dans la suite de cette section nous allons supposer que le treillis 1. vérifie la condi-
tion de chaine ascendante. Nous ouvrons pour cela une section Coq et nous ajoutons
I’hypothése de chaine ascendante dans le contexte courant. Lorsque nous fermerons la
section, toutes les hypothéses ajoutées seront déchargées.

Section ascending_chain_condition.

Variable ascending_chain_condition
well_founded (fun x y = — eq y x /A order y X).

La notion de relation bien fondée est définie dans la librairie standard de Coq. La relation
(fun x y = — eq y x A order y x) représente ici ordre strict inverse 3 du treillis.

Pour programmer notre solveur nous ouvrons une nouvelle section et posons dans
I’environnement une fonction £ monotone.

Section Fix.

Variable f : t — t.
Variable f_monotone : monotone f.

La fonction récursive correspondant au calcul de plus petit point fixe est donnée par
le pseudo-code suivant

iter_fix x = if (f x)=x then x else iter_fix (f x)

Pour un pré-point fixe x, (iter_fix x) calcule le plus petit point fixe de £ plus grand
que x. iter_fix n’est pas récursive structurelle, nous allons donc réaliser une récursion
bien fondée. C’est un exercice un peu délicat en théorie des types. La récursion générale
fait encore aujourd’hui 'objet de recherche | , |. Nous choisissons de présenter
ce point difficile sous ’angle de la programmation par preuve.

La fonction iter_fix peut a priori étre construite & partir d’'une preuve de t — . Il
est cependant préférable d’enrichir le type de iter_fix afin de ne pas avoir a utiliser le
corps de la fonction dans le reste des preuves®. Le premier raffinement que nous pouvons
proposer sur le type de iter_fix permet de restreindre son domaine de définition aux
pré-points fixes de f.

V x, order x (f x) — t

iter_fix prend ainsi deux arguments : un élément x de type t et une preuve que x est
un pré-point fixe. Nous pouvons ensuite enrichir le codomaine de £

V x, order x (f x) —» { a : t | eqa (f a) }

Le type Coq { a : t | P } est habité par une paire d’éléments constituée d’'un terme
informatif a de type t et d'une preuve de la propriété p (qui peut dépendre de a).
{ a:t | P} estun type informatif (de type set). Son équivalent logique est le type
Ja: t, pquiest lui aussi habité par une paire (terme,preuve) mais qui n’est, en
revanche, pas extrait, car non informatif. Nous exprimons ainsi que iter_fix calcule

La thése d’Antonia Balaa [ | propose un exemple simple qui illustre la difficulté de manipula-
tion d’une fonction définie par récursion bien fondée
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bien un point fixe de £. Afin de pouvoir prouver que ce point fixe est le plus petit, plus
grand que x, nous ajoutons enfin une derniére propriété a la spécification de iter_fix.

V x, order x (f x) - { a :t | eqa (fa) AN I n : nat, a = iter £ n x }

(iter f n) représente ici la n-iéme itérée de f. La construction de iter_fix peut ainsi
se faire en prouvant que pour tout pré-point fixe x, il existe un élément a du treillis
point fixe de £ qui s’exprime comme le résultat d’un n-iéme itérée de £ sur x.

Lemma iter fix : V x, order x (f x) —

{a: t]ega (fa) A (I n: nat, a = iter £ n x) }.
Proof.

Nous allons réaliser une preuve par induction bien fondée. Ce principe est donné par
la régle de déduction suivante®

Vx € Acc~(x), (Vy,y < x = P(y)) = P(x)
Va € Acc(a),P(a)

Pour prouver un propriété P(a) pour tous les éléments accessibles a d’une relation <, il
suffit de prouver que cette propriété est vérifiée par les éléments accessibles x dont tous
les prédécesseurs y vérifient eux-mémes la propriété.

Par hypothése, tous les éléments du treillis sont accessibles (pour la relation 1),
nous pouvons donc prouver la propriété attendue par induction.

intros x.
induction (ascending_chain_condition x) as [x _ rec].

L’hypothése d’induction nous autorise ainsi a faire un appel récursif (avec rec) sur tous
les prédécesseurs y de x pour la relation J :

X : t
rec : Vy :t,
—eq x y A\ order x y —
order y (f y) —
fa : t | eqga (£a) A (dIn: nat, a = iter £ n y)}

order x (f x) — {a : t | egqa (fa) AN (I n : nat, a = iter £ n x)}

Nous testons ensuite la propriété (eq (f x) x) grace ala fonction eq_dec. Nous prenons
soin de placer le résultat de (f x) dans une variable intermédiaire pour ne pas faire de
calculs inutiles par la suite (commande set (fx := £ x)).

intros H; set (fx := f x).
destruct (eqg_dec fx x)

Deux cas sont alors générés selon que le résultat de (eq_dec (f x) x) est (left e) ou
(right n) avec e une preuve de (eq (f x) x) et nune preuvede (— eq (f x) x).Dans
le premier cas, x est un résultat valide : c’est un point fixe et il est égal & (iter £ 0 x).

exists x; intuition.
exists O%nat; intuition.

SPour simplifier, nous notons Va € Acc<(a),P(a) au lieu de Va, Acc<(a) = P(a).
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Dans le deuxiéme cas, nous faisons un appel récursif sur (f x).

destruct (rec fx) as [a’ Ha’]; unfold fx in *; auto.

Le systéme génére a cette occasion deux obligations de preuve : la premiére demande de
prouver que (f x) est un pré-point fixe, la deuxiéme que (f x) est un prédécesseur de x
pour 1. Les deux obligations sont déchargées automatiquement avec auto. Le systéeme
présente ensuite le résultat (a’,Ha’) de I'appel réalisé sur (f x).

a” :t
Ha’ : eq a’ (f a’") A (3 n : nat, a’ = iter £ n (f x))

{fa : t | egqa (fa) AN (3 n0 : nat, a = iter £ n0 x)}

a’ est alors un parfait candidat pour construire le résultat final. C’est un point fixe de
£ et il peut étre écrit sous la forme iter £ n (f x) = iter f (S n) x.

exists a’; intuition.

destruct Hl1 as [nl].

exists (S nl); simpl; auto.

rewrite iter_assoc; auto.
Qed.

Alinsi se termine la construction de iter_fix. Il nous reste a prouver que (iter_fix x)
calcule le plus petit des points fixes plus grands que x. Il suffit de montrer que (iter_fix x)
est plus petit que tous les post-points fixes de £ plus grands que x. Ce résultat découle
des lemmes suivants.

Lemma postfix_implies_postfix_iter
V x : t, order (f x) x — V n : nat, order (iter f n x) x.

Preuve : Par induction sur n et grace & la monotonie de f. O

Lemma iter_lower_bound_pfp
V ay, order a y — order (fy) y —
V n, order (iter f n a) vy.
Preuve : order a y implique order (iter f n a) (iter f n y) car (iter f n) est
monotone. order (f y) yimplique order (iter £ n y) y d’aprés le lemme précédent.
On peut ensuite conclure par transitivité. Il

Ce dernier résultat montre que pour tout élément a du treillis, toutes les itérées
f™(a) sont des minorants de I’ensemble des post-points fixes de f plus grands que a. On
en déduit que si une itérée f™(a) est un post-point fixe de f, ¢’est nécessairement le plus
petit des post-points fixes de f plus grands que a.

Ces arguments permettent de facilement définir les solveurs suivants :

— calcul du plus petit des points fixes plus grands qu’un pré-point fixe donné

Lemma 1fp_a0 : V a0, order a0 (f a0) —

{a: t | ega (fa) A
V y, order a0 y — eqy (f y) — order ay }.

— calcul du plus petit point fixe
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Lemma 1fp :
{a: t | ega (fa) A
Vy, eqgy (fy) — order ay }.

— calcul du plus petit des post-points fixes plus grands qu’un pré-point fixe donné

Lemma lpfp_a0O : V a0, order a0 (f a0) —
{a: t | order (f a) a A
V y, order a0 y — order (f y) y — order a y }.

— calcul du plus petit post-point fixe

Lemma lpfp :
{a: t | order (f a) a A
Y y, order (f y) y — order a y }.

Au final 1pfp et pfp sont implémentés avec la méme partie calculatoire iter_fix bottom.
Nous avons ainsi démontré que le plus petit point fixe d’une fonction monotone est aussi
son plus petit post-point fixe, sans s’étre placé dans un treillis complet, mais en utilisant
la condition de chaine ascendante.

4.2.3.3 Résolution d’un systéme d’inéquations

La technique de partitionnement présenté dans la section 3.2.3.3 utilise un domaine
abstrait de la forme A — BY. Lorsque A est fini, ce domaine est isomorphe & Bf"". Les
post-points fixes d’un opérateur abstrait ff e B — B peuvent alors étre caracté-
risés par un systéme d’inéquations en considérant les projections fg de f* sur chaque
composante de B#™.

£ (b}, 0h) Cae b
t (b%,...,bﬁl) —— (bﬁ,...,bﬁl) —
f&(b%,...,bﬁ) Cpe b

Les n-upplets solutions de ce systéme peuvent étre aussi caractérisés comme les post-
points fixes d’un ensemble de fonctions F%, ... ,Fgl e B — BT

F(vh, . bh) Cee (..., 0%)
F&(bﬁ,...,bﬁ) — (bﬁ,...,bﬁn>
avec, pour tout i dans {1,...,n}

B (v b&):{fﬁ(bﬁ»---»b?) 1=

j Lt sinon

Ceci nous raméne ainsi au probléme de déterminer le plus petit post-point fixe d’un
ensemble d’opérateurs monotones F e Fﬁn. Nous pouvons certes résoudre ce probléme
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en itérant la fonction AX.UiﬁFE(x) mais la convergence peut étre accélérée en « compo-

sant » les fonctions”.
Théoréme 4.2.5. Soit (A, C, U, M) un treillis et Fq, ..., Fn un ensemble fini de fonctions
monotones de A — A. Un élément a € A est un post-point fize des Fq,...,Fn st

et seulement si c’est un post-point fize de l'opérateur monotone F = Fy o ---Fn avec
Fi(x) = x U Fi(x)
Fifa) E a

Fn(a) E a

Preuve : Nous prenons une définition de F récursive terminale :

. (x) { x sin=0
(Fr,eesF1) Fir, 4. F)(xUFr(x)) sinon

Nous prouvons ensuite une série de résultats intermédiaires par récurrence sur n.

1. pour tout n, Fg,  F) est monotone :
— n =0, 'identité id est bien monotone
— pourn >0, Ax.F , F)(xUFn(x)) est monotone par composition de Fg,
(monotone par hypothése de récurrence) et de Ax.x U Fn(x) (U et Fy, sont mo-
notones).

2. pour tout n, Fg ) est extensif :
— n =0, 'identité id est bien extensive
— pour n > 0 et x € A, par hypothése de récurrence on a

xUFn(x) E Fr,, m)(xUFa(x)

Nous concluons alors par transitivité et x C x LI Fi (x)

3. pour tout n, pour tout i € {1,...,n}, pour tout x € A, Fi(x) E Frr, 5 )(x) :
— pour 1 =0, aucun i n’appartient & {1,...,n}
— pour n > 0, deux cas se présentent i=neti<n
— pour i =mn, on obtient par extensivité

Fa(x) E xUFn(x) E F ) (x U Fn(x))

1,1

— pour i < n, par hypothése de récurrence

FilxUFn(x)) E Fer Fp) (x U Fn(x))

n—1)-

or Fi(x) C Fi(x UFn(x)), par monotonie de F;, donc nous pouvons conclure
4. pour tout n, si x € A est un post-point fixe des Fq, ..., Fn, c¢’est un post-point fixe
de Fir, . F) ¢
— pour n = 0 tout x € A est un post-point fixe de id

TL’itération obtenue peut étre vue comme un cas particulier d’itération chaotique [ ]

TyeF1)
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— sin >0, x est un post-point fixe de F,, donc x = x L F1(x), nous pouvons alors
en déduire

Foro o m)(x) = Fr 5 (xUFa(x))
= Fromx)
L x
en utilisant ’hypothése de récurrence (Fig, 5 )(x) Ex).

Le dernier point démontre le premier sens = du théoréme. Pour l'autre sens, si a un
est un post-point fixe de Fr, F,), nous pouvons utiliser le résultat du point 3 :

Fi(a) EFF,,..;)Ea

a est ainsi un post-point fixe de tous les F;. O

En appliquant le solveur de plus petit post-point fixe sur Fg,  F ) nous construisons
ainsi un solveur de systéme d’inéquations.
Lemma lpfp_list : V (l:list (t — t)), (V £, In £ 1 — monotone f) —

{a:t | (Vf, In £f1 — order (f a) a) A
Vy, (VW f, In £f1 — order (f y) y) — order a y) }.

4.2.3.4 Extraction

Pour conclure cette partie, nous pouvons extraire le module solveLeastFixPoint en
Caml. Le résultat de 'extraction est présenté dans la figure 4.5. Le code produit est bien
celui attendu.

4.3 Approximation par élargissement /rétrécissement

Plutot que de calculer le plus petit point fixe (ou le plus petit post-point fixe)
d’une fonction monotone, nous pouvons nous contenter d’'une approximation. D’aprés
le résultat du théoréme 3.3.1 présenté dans notre cadre, tout post-point fixe est une
approximation correcte. Obtenir le plus petit post-point fixe n’ajoute rien & la correction
d’une analyse statique, seulement & sa précision.

La décision de ne pas forcément calculer un plus petit (post-) point fixe est généra-
lement prise dans les cas suivants :

— Le treillis ne vérifie pas la condition de chaine ascendante, I'itération

L f(L), .o f™(L), ...

peut ne jamais terminer.

— La condition de chaine ascendante est vérifiée mais la chaine d’itération est trop
longue pour permettre un calcul efficace.

— Enfin, certaines abstractions ne vérifient pas « I’hypothése raisonnable » décrite
dans le chapitre 3. Le treillis sous-jacent n’est alors pas complet et la limite des
itérations croissantes n’appartient pas au domaine d’abstraction.
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module SolveleastFixPoint =
functor (L:Lattice) —
struct
module PropL = Lattice_prop (L)

let rec iter_fix f x =
let fx = £ x in
(match L.eqg dec fx x with
| Left — x
| Right — iter_fix f £fx)

let 1fp_a0 f a0 = iter_fix f a0
let 1fp £ = 1fp_a0 f L.bottom

let lpfp_al0 f a0 = iter_fix £ a0
let 1lpfp f = lpfp_a0 f L.bottom

let lpfp_list 1 = lpfp (fun x — PropL.iter_listf 1 x)
end

Fi1G. 4.5 — Extraction du module SolveleastFixPoint

4.3.1 Accélération de convergence par élargissement

La solution proposée par Patrick et Radia Cousot consiste a accélérer l'itération
croissante, quitte & atteindre un point plus haut que lp(f), mais dans la zone des post-
points fixes. L’itération utilisée est alors de la forme xg = L, Xn11 = xnVf(xn) avec
V un opérateur binaire qui extrapole ses deux arguments. Intuitivement, a la n-iéme
itération, plutot que de simplement itérer f (en calculant f(xy)), f(xn) est comparé avec
la valeur précédente x,, pour éventuellement détecter le début d’une chaine infinie (ou
trés longue). Si c’est le cas, on extrapole directement vers un point plus avancé dans la
chaine d’itération.

Définition 4.3.1. Opérateur d’élargissement.
Etant donné un ensemble partiellement ordonné (A,C), un opérateur binaire V € A X
A — A est appelé opérateur d’élargissement s’il vérifie les conditions suivantes :

vx,y € A, x C xVy (4.1)
Vx,y € A, y ExVy

pour toute suite croissante xoCx1 C--- Cxn C---
la chaine Yo = X0, Ynt1 = YnVXny1 atteint nécessairement
un rang k pour lequel Yx = Yw41

Théoréme 4.3.1. Si V est un opérateur d’élargissement sur un ensemble partiellement
ordonné (A, C), si f est un opérateur monotone sur A et a un pré-point five de f alors
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la chaine (xn),, définie par

{ X0 = a

Xkl = xkVE(xk)

atteint en un nombre fini de pas un post-point fize de f plus grand que a.

Preuve : cf. | | O

4.3.2 Amélioration d’une approximation par rétrécissement

Lorsqu’un post-point fixe est atteint, une itération démarrant de ce point permet
d’améliorer I'approximation de lfp(f). Le théoréme suivant, version duale du théo-
réme 4.1.2, mais plus détaillée, explique la situation.

Théoréme 4.3.2. Soit (A,C,||) un treillis complet, f un opérateur monotone sur A
et a un post-point fize de f. La chaine (xn),, définie par

{xo = a
Xip1 = flxx)

admet pour limite ([ |{xn}), le plus grand point fize de f plus petit que a (noté gip,(f)).
En particulier, Up(f) C [ [{xn}. Chaque étape intermédiaire de calcul est une approxi-
mation correcte :

vk, Up(f) C gfp(f) Cxk C a

Si le treillis ne vérifie pas la condition de chaine descendante (duale de la notion de
chaine ascendante), l'itération peut ne jamais stabiliser aprés un nombre fini d’étapes.
Meéme en cas de stabilisation, le nombre d’itérations nécessaires peut étre trés important.
Une technique d’accélération peut une nouvelle fois étre utilisée. L’itération utilisée est
cette fois de la forme xo = a, Xn11 = XnAf(x) avec A un opérateur binaire. L’itération
réalisée reste dans la zone des post-points fixes et stabilise en un temps fini. Son but est
de rattraper une partie des approximations effectuées avec 'opérateur d’élargissement.
Les deux opérateurs d’élargissement et de rétrécissement sont ainsi étroitement liés.

Définition 4.3.2. Opérateur de rétrécissement.
Etant donné un ensemble partiellement ordonné (A,C), un opérateur binaire A € A X
A — A est appelé opérateur de rétrécissement sl vérifie les conditions suivantes :

Y\, yeA, yCx = yCxAyCx (4.4)

pour toute suite décroissante xo 2 X1 J --- Ixp 3 -~ (4.5)
la chaine Yo = X0, UYn+1 = UnDxn41 atteint nécessairement
un rang K pour lequel Yx = Yx41

Théoréme 4.3.3. 57 A est un opérateur de rétrécissement sur un ensemble partielle-
ment ordonné (A,C), si f est un opérateur monotone sur A et a un post-point fize de
f alors la chaine (xn),, définie par

{Xo = a
Xkl = X Af(xy)

atteint en un nombre fini de pas un post-point fixe de f plus petit que a.
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Preuve : ¢f. | | O

itération
décroissante;
avec A

v

FiG. 4.6 — Itération croissante avec élargissement suivie d’une itération décroissante
avec rétrécissement

L’enchainement des deux itérations est schématisé dans la figure 4.6.

4.3.3 Elargissement /rétrécissement en logique constructive

Les critéres de terminaison 4.3 et 4.5 des opérateurs d’élargissement et de rétrécisse-
ment ne sont pas adaptés aux preuves constructives car le rang de stabilisation n’est pas
toujours calculable. Nous proposons maintenant de reformuler ces critéres a I'aide de la
notion d’accessibilité. Pour exprimer ces critéres en terme d’accessibilité, il nous faut
trouver les relations dont nous voulons proscrire certaines chaines décroissantes infinies.

Définition 4.3.3. Opérateur d’élargissement (version constructive).
FEtant donné un ensemble partiellement ordonné (A,C), un opérateur binaire V € A X
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A — A est appelé opérateur d’élargissement s’il vérifie les conditions suivantes :

Vx,y € A, x ExVy (4.6)
Vx,y €A, yExVy

la relation <y C (A x A) x (A x A) définie par
Vx1,%X2,Y1,Y2 € A,

4.8
(x1,u1) <v (x2,u2) &= x2Cx1 Ayir=y2vx1 A y1 #uy2 (4.8)
vérifie Vx € A, (x,x) est accessible pour <y
Théoréme 4.3.4. Les définitions 4.3.1 et 4.5.3 sont équivalentes.
Preuve : Il suffit de constater I’équivalence
il existe une chaine xg C --- C x, C - - -
telle que la chaine yo = %0, Ynt1 = YnVxn
vérifie pour tout k, yx # Yxi1
il existe une suite ((Xi, Yx))yen
— vérifiant xg = yo
et VK, (Xk+1,Yk+1) <v (XK, Yi)
O

Définition 4.3.4. Opérateur de rétrécissement (version constructive).
Etant donné un ensemble partiellement ordonné (A, C), un opérateur binaire A € A X
A — A est appelé opérateur de rétrécissement s’il vérifie les conditions suivantes :

VX, yeA, yCx = yCxAyCx (4.9)
la relation <AC (A X A) x (A X A) définie par
Vx1,%2,Y1,Y2 € A, (4.10)
(x1,u1) <a (x2,y2) &= x1Cx2 A yi=y2Ax1 A y1 #uy2 '
vérifie Vx € A, (x,x) est accessible pour <a
Théoréme 4.3.5. Les définitions 4.3.2 et 4.5.4 sont équivalentes.
Preuve : Preuve similaire a la preuve du théoréme 4.3.4. ]

4.3.4 Calcul de post-point fixe par élargissement/rétrécissement en
Coq

Nous allons maintenant utiliser les définitions constructives précédentes pour pro-
grammer un solveur de post-point fixe en Coq.
4.3.4.1 Le type Coq des opérateurs d’élargissement /rétrécissement

Les définitions précédentes donnent lieu & la définition du type Coq des opéra-
teurs d’élargissement et de rétrécissement & l'aide d’enregistrements. Ces définitions
sont énoncées dans le foncteur Lattice_prop du fichier lattice_def.v.
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Definition widen_cl_rel (widen:t—t—t) : (txt) — (t*t) — Prop :=
fun x y = order (fst y) (fst x) A
eq (snd x) (widen (snd y) (fst x)) A
— eq (snd y) (snd x).

Record widening_classic_operator : Set := WidOp_cl {
widen_cl : t — t — t;
widen_cl_boundl : V x y : t, order x (widen_cl x y);
widen_cl_bound2 : V x y : t, order y (widen_cl x y);
widen_cl_eqgl : V x z: t, eq x y — eq (widen_cl x z) (widen_cl y z);
widen_cl_eqg2 V x z: t, eg x y = eq (widen_cl z x) (widen_cl z vy);
widen_cl_bottoml x : t, eq x (widen_cl x bottom);
widen_cl bottom2 : V x t, eq x (widen_cl bottom x);
widen_cl_acc_property : V x:t, Acc (widen_cl_rel widen_cl) (x,Xx)

}.

y
y
v

Remarquons que cette fois les enregistrements ne contiennent pas de déclaration de type
et sont donc facilement extraits vers Caml. Le mécanisme d’extraction ne conserve en fait
que lopérateur d’élargissement widen_c1, les autres champs étant purement logiques.
Le type widening_classic_operator est alors directement identifié 4t — t — t.

type widening_classic_operator = t — t — t

Les champs widen_cl_eql et widen_cl_eqg2 assurent que widen_cl est compatible avec
I’équivalence eq du treillis. Les champs widen_cl_bottoml et widen_cl_bottom2 n’ap-
partiennent pas & la définition standard d’opérateur d’élargissement. Ils nous seront
utiles par la suite et sont vérifiés en pratique par les opérateurs d’élargissement usuels :
aucune accélération n’est généralement effectuée au niveau de L.

La définition du type des opérateurs de rétrécissement est similaire.

Definition narrow_cl_rel (narrow:t—t—t) : (txt) — (txt) — Prop :=
fun x y = order (fst x) (fst y) A
eq (snd x) (narrow (snd y) (fst x)) A
- eqg (snd y) (snd x).
Record narrowing_classic_operator : Set := NarOp_cl {

narrow_cl : t — t — t;

narrow_cl_boundl : V x y : t, order y x — order (narrow_cl X y) X;
narrow_cl_bound2 : V x y : t, order y x — order y (narrow_cl x vy);
narrow_cl_eql : V x y z: t, eq x y — eq (narrow_cl x z) (narrow_cl y z);
narrow_cl_eq2 : V x y z: t, eq x y — eq (narrow_cl z x) (narrow_cl z y);
narrow_cl_acc_property : V x:t, Acc (narrow_cl_rel narrow_cl) (x,X)

4.3.4.2 Calcul de post-point fixe par élargissement /rétrécissement et récur-
sion bien fondée

Nous présentons maintenant la programmation du calcul itératif de post-point fixe
d’un opérateur monotone a I’aide d’opérateurs d’élargissement /rétrécissement. Les pro-
grammes Coq correspondants sont placés dans un foncteur solvePostFixPoint parameé-
tré par un treillis (voir fichier solve_widen_classic.v), & 'intérieur d’une section ou
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nous supposons 'existence d’opérateur d’élargissement w et de rétrécissement n sur le
treillis, ainsi qu’une fonction monotone f.

Nous détaillons maintenant le cas du calcul ascendant utilisant 'opérateur d’élar-
gissement. La programmation se fait une nouvelle fois par preuve, en utilisant une
induction bien fondée. Le pseudo-code du programme souhaité est

pfp_widen_a0 y = if (f y) C y then y else pfp_widen_a0 (widen y (f vy))

Cependant, notre critére d’accessibilité porte sur un couple de t«t. Nous allons donc
programmer une version légérement différente du calcul précédent.
pfp_widen_rec (x,y) = if (f y) £ y then y else pfp_widen (f y,widen y (f y))
pfp_widen_al0 y = pfp_widen_rec (y,Vy)
pfp_widen = pfp_widen_al0 L
Le premier élément du couple est utilisé ici pour justifier 'itération selon une chaine
croissante xgE -- - Exp & -+ -

Le coeur du calcul itératif est réalisé par la fonction pfp_widen_rec.

Lemma pfp_widen_rec

V p:Pair_widen, Acc rel_pair p — {a : t | order (f a) a}.
Le type Pair_widen contient des triplets de la forme (Pairc_widen x y h) avec x et
y des éléments du treillis et h une preuve de (order x (f y)). Il s’agit donc d'une
restriction du type t«t. La relation rel_pair désigne la projection de <y sur cette res-
triction. L’hypothése (Acc rel_pair p) assure que l'itération s’effectue le long d’une
chaine finie. L’invariant (order x (f y)) permet de démontrer que ’appel récursif
(f y,widen y (f y)) est bien un prédécesseur de (x,y) pour <y.

La fonction pfp_widen_a0, qui calcule un post-point fixe en partant d’un pré-point
fixe, est ensuite définie.

Lemma pfp_widen_a0 : V a0, order a0 (f a0) — {a : t | order (f a) a}.

Il suffit pour cela d’appeler pfp_widen_rec sur le couple (a0,a0) qui vérifie bien la
contrainte imposée par le type Pair_widen, puisque a0 est un pré-point fixe. Il est de
plus accessible, puisque de la forme (x, x). Le solveur de post-point fixe est finalement
construit en partant de bottom.

Lemma pfp_widen : {a : t | order (f a) a}.

La construction de l'itération descendante est similaire. Le type du programme
pfp_narrow est cependant plus riche :

Lemma pfp_narrow : V x, order (f x) x —
{a : t | order (f a) a A (3 n, order (iter f n x) a) /A order a x}.

En partant d’un post-point fixe x nous construisons un autre post-point fixe a, plus
petit que x mais néanmoins plus grand que le résultat que nous aurions pu atteindre en
itérant suffisamment £. Un tel type nous impose plusieurs comimentaires.

— Un tel théoréme est trivial & prouver car x est un parfait candidat pour construire
le résultat a. Le type de pfp_narrow n’assure une nouvelle fois que la correction
du calcul et non sa précision. C’est donc la maniére dont la preuve sera construite
qui déterminera la précision de 'opérateur.
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— La preuve de ce résultat étant constructive, nous pourrions tout a fait calculer
I’entier n apparaissant dans 1’énoncé et ainsi proposer une meilleure approxima-
tion. L’opérateur de rétrécissement ne serait alors plus utilisé que pour calculer
une borne sur le nombre d’itérations & effectuer pour améliorer un post-point fixe.

Apres la cloture des sections ouvertes, nous pouvons programmer notre solveur de

post-point fixe final, en enchainant les calculs de pfp_widen et pfp_narrow"

Lemma pfp
widening_classic_operator — narrowing_classic_operator —
V £, monotone £ — { a : t | order (f a) a }.

Enfin, comme dans la section précédente, nous pouvons réutiliser le résultat du
théoréme 4.2.5 pour programmer un solveur de systéme d’inéquations en combinant
pip et Fr R

Lemma pfp_list:
widening_classic_operator — narrowing_classic_operator —
V1, (VM £, In £ 1 — monotone f) —
{a:t | VEf:t = t, In f 1l — order (f a) a}.

L’extraction du module solverPostFixPoint est présenté dans la figure 4.7.

4.4 Une définition des opérateurs d’élargissement /rétrécis-
sement plus souple

Dans la section précédente, nous avons scrupuleusement suivi les définitions d’élar-
gissement et de rétrécissement telles qu’elles sont généralement proposées dans la litté-
rature | , , |-

Ces définitions standards possédent cependant des limites :

— Elles sont dédiées au calcul de post-points fixes de fonctions monotones (ou bien
extensives) ; or certaines fonctions abstraites ne sont pas monotones. C’est par
exemple le cas de certaines fonctions abstraites utilisées dans ’analyseur AS-
TREE | |. Dans notre contexte, méme si un opérateur abstrait est mono-
tone, il peut étre intéressant de ne pas avoir & le prouver. Il faut alors disposer
d’un solveur de post-points fixes pour fonctions quelconques.

— Une utilisation trop brutale de 'opérateur d’élargissement peut mener a une sur-
approximation trop grossiére. Pour la résolution d’un systéme d’inéquations, il
est conseillé | | de limiter le nombre d’inéquations sur lesquelles on utilise
un élargissement : en fonction des dépendances entre les inéquations du systéme,
certaines équations peuvent étre itérées avec un opérateur Ll au lieu de v

Nous proposons maintenant une nouvelle définition pour les opérateurs d’élargis-
sement et de rétrécissement, qui permettra de réduire les limites précédentes. Nous
étudierons ensuite un algorithme permettant de réduire les points d’élargissement et de
rétrécissement dans un systéme d’inéquations.

8Pour améliorer la précision, nous entrecoupons ces deux calculs avec une itération de f.
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module SolvePostFixPoint =
functor (L:Lattice) —
struct
module Propl = Lattice_prop (L)

type cog Pair widen =
| Pairc_widen of L.t % L.t

let rec pfp_widen_rec widop f = function
| Pairc_widen (x, y) —

let fy = £ y in

(match L.order_dec fy y with
| Left — vy
| Right —

pfp_widen_rec widop f (Pairc_widen (fy,
(PropL.widen_cl widop y £fy))))

let pfp_widen_a0 widop f a0 = pfp_widen_rec widop f (Pairc_widen (a0,
let pfp_widen widop f = pfp_widen_al widop f L.bottom

type cog Pair_narrow =
| Pairc_narrow of L.t * L.t

let rec pfp_narrow_rec narop f = function
| Pairc_narrow (x, y) —
let fy = £ y in

let y’ = ProplL.narrow_cl narop y fy in
(match L.eg_dec y’ y with
| Left — vy

| Right — pfp_narrow_rec narop f (Pairc_narrow (fy, y’)))

let pfp_narrow narop f x =
pfp_narrow_rec narop f (Pairc_narrow (x, X))

let pfp wn £ =
pfp_narrow n £ (f (pfp_widen w f))

let pfp_list wn 1 =
let £ = fun x — PropL.iter_listf 1 x in
pfp_narrow n £ (f (pfp_widen w f))
end

Fi1G. 4.7 — Extraction du module solvePostFixPoint

79
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4.4.1 Modification de la définition standard d’élargissement /rétrécis-
sement

Suppression du critére de chaine croissante/décroissante Afin de pouvoir uti-
liser les opérateurs d’élargissement/rétrécissement sur des opérateurs non-monotones,
il suffit de supprimer ’hypothése

pour toute suite croissante xo Cx1 E--- Exp E -
et de la remplacer par
pour toute suite Xg, X1,...,Xn,- ..

dans la définition 4.3.1 d’'un opérateur d’élargissement. La méme opération peut étre
effectuée pour 'opérateur de rétrécissement. On obtient alors un critére plus restrictif
puisqu’un plus grand nombre de chaines infinies est interdit. En pratique, les opérateurs
usuels vérifient encore cette définition. Ce critére apparait dans certains travaux récents
utilisant l'interprétation abstraite | , |

Nouvelles définitions retenues La nouvelle définition d’opérateur d’élargissement
devient ainsi

Vx,y € A, x ExVy
vx,y €A, y Cxvy

pour toute suite X, X1,...,Xn, """
la chaine Yo = X0, Yn+1 = YnVXn41 atteint nécessairement
un rang k pour lequel yx = Y1

La nouvelle définition d’opérateur de rétrécissement devient quant a elle

Vx,y €A, xMy CExAy C x

pour toute suite Xg,X1,...,Xn,---
la chaine yo = X0, Un+1 = Yndxn41 atteint nécessairement
un rang k pour lequel yx = Y1

Par rapport a la définition initiale 4.3.2, 'hypothése y C x n’est plus utilisable car
I'invariant f(yn) C yn ne sera plus assuré lors de I'itération ynyr1 = YnAf(yn).

Ces nouvelles définitions ne représentent que deux possibilités parmi de nombreuses
variantes possibles. Nous avons cependant pris soin de préserver une propriété impor-
tante que possédaient les définitions initiales : la possibilité de combiner les opérateurs.
Nous verrons, en effet dans le chapitre 6 que les opérateurs standard possédent de
bonnes propriétés vis-a-vis des combinaisons de treillis (produit, somme, fonctions,...).
Ces propriétés sont encore satisfaites avec nos nouvelles définitions.
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Calcul de post-point fixe Les algorithmes itératifs utilisés avec ces nouvelles défini-
tions sont les mémes que précédemment,seules les propriétés (et par conséquent les types
Coq) des solveurs subissent quelques changements®. L’itération ascendante pfp_widen
accepte désormais n’importe quel opérateur £ en argument.

Lemma pfp_widen : widening_operator — V f : t — t, {a : t | order (f a) a}.

La situation se complique pour l'itération descendante pfp_narrow.

Lemma pfp_narrow : narrowing_operator —
V(f:t — t) (P : t — Prop),
(Vxy :t, Px 5 Py — P (meet x y)) —
(Vxy :t, order x y - P x — P y) —
(Vx:t, Px — P (f x)) —
|

)
Vx:t, Px — {a:t P a A\ order a x}.

Sans hypothése de monotonie sur £, l'itération descendante n’est plus assurée d’atteindre
un post-point fixe. Ce type assure néanmoins que, si elle démarre sur un élément x
vérifiant une propriété p, elle atteindra un élément a plus petit que x et vérifiant encore
la propriété p. Cette derniére doit cependant vérifier certaines conditions :

— étre stablepar M (V x y : £, P x = Py — P (meet x y)),

— étre monotone (V x y : t, order x y — P x — P y),

— étre stable par £ (V x : t, P x = P (f x)).
Dans notre contexte d’utilisation, ces hypothéses seront ultérieurement vérifiées car p
sera définie par

P(x) & Ifpf Cy(x)

avec v un morphisme d’intersection et f* une fonction concréte dont £ sera une approxi-
mation correcte (f’ oy Cy o £).

Le solveur final est obtenu en combinant pfp_widen et pfp_narrow et en ajoutant
I’hypothése que les post-points fixes de £ vérifient tous la propriété p.

Lemma pfp : widening_operator — narrowing_operator —
V (f:t — t) (P :t — Prop),
Vxy, Px —> Py — P (meet x y)) —
V x vy, order x y - P x — P vy) —
V x, Px — P (f x)) —
V x, order (f x) x — P x) —
{a:t | Pay}.

(
(
(
(

4.4.2 Résolution d’un systéme d’inéquations

Dans cette section, nous avons entrepris de nous passer de I’hypothése de monotonie
sur les opérateurs. Dans ce contexte, le résultat du théoréme 4.2.5 n’est plus utilisable.
Nous allons maintenant présenter la technique dite d’itération chaotique avec élargis-
sement/rétrécissement proposée par Patrick Cousot | | pour résoudre les systémes
d’inéquations. Comme lors de la section 4.2.3.3, le but est de trouver une solution

9Tous ces programmes sont réunis dans le fichier solve_widen.v.
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(Xq,...,Xn) vérifiant le systéme

F] (X1>'-~)XTLJ C X1

- (4.11)
Fn(X1>--~)Xn) C Xn

en se placant sur un treillis (A,C,U, M) avec un plus petit élément L. Nous suppo-
sons que ce treillis posséde un opérateur d’élargissement V et un opérateur de rétré-
cissement A. Nous cherchons une nouvelle fois une solution la plus petite possible afin
d’approcher au plus prés le plus petit point fixe du systéme.

Le calcul itératif standard avec élargissement consiste & construire la suite

i
(Xk)ke{l,...,n}
ieN

définie par

X0 = 1 vkell,...,n}
Xt = XUToR(xt XY vkefl,...,n}l i>0

en s’arrétant dés qu’une solution du systéme (4.11) est atteinte. Nous pouvons néan-
moins accélérer le calcul en injectant directement les valeurs X%, . ,X}&] pour le calcul
de X,i. Cette accélération se généralise en mettant a jour une seule variable & chaque
étape et en n’oubliant jamais indéfiniment une variable. Nous considérons pour cela
une suite (ki) € NV vérifiant Vk € N,VN € N, 3i > N, k; = k. L’algorithme d’itération
chaotique associé & (ki) est alors

(Xqyoo oy Xn) = (L, L)

1 0;

repeat
if (Fki(Xh...,Xn) ,Zin) then in (*inVFki(Xh...,Xn) fi
1e—1i+1

until (Vk, Fk(X],... ,Xn) C Xk)

La suite (k) fixe un ordre d’itération. La précision du résultat obtenu par cet algorithme
dépend fortement de I'ordre d’itération choisi, les opérateurs d’élargissement étant gé-
néralement non monotones. Dang I’algorithme que nous avons programmé en Coq, nous
nous somimes restreints aux ordres d’itération cycliques, i.e. pour lesquels il existe un
entier p tel que Vi, ki = Ki1p. Un tel ordre d’itération n’oublie jamais indéfiniment une
variable si et seulement si {1,...,n} C {kq,...,kp}. L’algorithme précédent peut alors
étre spécialisé pour ce type d’ordre en utilisant une liste 1_iter contenant au moins une
fois tous les indices de {1,...,n}.
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(Xq, ..o, Xn) — (L,...,1);
repeat
11 iter;
while 1 # () do
k «head(l);
if (Fk(X] ey Xn) z Xk) then Xy «— Xy VF(Xq,...,Xn) fi;
1 « tail(l)
done
until (Vk, Fe(Xq,...,Xn) C Xy)

Le test d’arrét de la boucle principale peut étre effectué a 1’aide d’une variable booléenne
stable affectée & false dés qu’une inéquation n’est pas vérifiée dans la boucle interne.

(X1, oy Xn) — (L,...,1);
repeat
l 1 iter;
stable « true;
while 1 # () do
k «head(l);
if (Fi(Xq,...,Xn) Z Xk) then
stable « false;
Xy — Xk VFe(X1, ..., Xn)
fi;
1 « tail(l)
done
until stable

Afin d’améliorer la précision d’une itération chaotique avec élargissement, il est
possible d’utiliser un élargissement sur une partie seulement des variables. Les autres
variables sont alors modifiées avec LI. Nous considérons donc une partie £ de {1,...,n}
qui sélectionne les points d’élargissement.

Xy, oo, Xn) (L, ..., 1);
repeat
l 1 iter;
stable « true;
while 1 # () do
k «head(1);
if (Fk(X1, e ,Xn) JZ Xk) then
stable « false;
if k € £ then Xy « X VF(Xq,...,Xn)
else Xy — Xj U Fe(Xq,..., Xn)

fi;
fi;
1 « tail(1)
done

until stable
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Pour que cet algorithme termine, 'ensemble £ doit vérifier certaines propriétés vis-
a-vis des dépendances du systéme & résoudre. La fonction F; dépend de sa j-éme com-
posante si et seulement si

! n+1 /
X1y X, Xy ey X € AT F(xay %5, xm) # F(xay %5, xn)

Le graphe de dépendance associé au systéme (4.11) admet n nceuds identifiés aux va-
riables X1,..., Xy du systéme. Un arc orienté est placé entre les nceuds Xj et X; (noté
Xj — Xj) si et seulement si la fonction F; dépend de sa j-éme composante. L’algorithme
termine si tous les cycles du graphe de dépendance du systéme passent par un point
d’élargissement (i.e. un noeud dont I'indice appartient & £). Un tel résultat est prouvé
dans | |, mais n’est pas complétement trivial & démontrer en Coq. Le théoréme
correspondant serait de toutes facons assez lourd a utiliser par la suite puisqu’il de-
manderait, pour chaque systéme & résoudre, de prouver que les points d’élargissement
choisis coupent les cycles de dépendance.

Nous avons opté pour une solution plus facile & prouver et plus souple & instancier
par la suite. Nous modifions pour cela le test d’arrét de la boucle principale en ne testant
que la stabilisation au niveau des points d’élargissement.

(X1, .00, Xn) — (L,...,L);
repeat
1«1 iter;
stable « true;
while 1 # () do
k «head(l);
if (Fe(Xq,...,Xn) Z Xy¢) then
if k € £ then

stable « false;

Xy — X VF(Xq, ..., Xn)
else Xy — X UFe(Xq,...,Xn)
fi;

fi;
1 « tail(l)
done until stable

La terminaison de ce nouvel algorithme ne repose alors plus sur les dépendances du
systéme.

Théoréme 4.4.1. Quelle que soit la valeur de 1_iter et L, Ualgorithme précédent
termine.

Preuve : Appelons XV la valeur du vecteur X aprés i itération de la boucle principale.
Considérons pf : A™ — ALl s projection de X vers ces composantes dans L. L’opérateur
vV € A — A — A peut étre généralisé & A™ (m € N) en posant Vam (X,Y); = XiVY;
pour tout indice i. Nous verrons dans le chapitre 6 que cet opérateur vérifie les hy-
pothéses d'un opérateur d’élargissement. En particulier, la relation <y,,, vérifie I'hy-
pothése selon laquelle tous les couples (X, X) sont accessibles. Il suffit alors de remar-
quer qu’entre la i-éme et la 1 + T-éme itération de la boucle interne, nous avons soit
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pE(XEH) = p£(XWV) i stable vaut true, soit p&(XFHD) = p£(XV)7 42 pE(Y) avec
Yi =Fi(Xq,..., Xn)sik € Let Fi(Xq, ..., Xn) Z Xy, et Y = L sinon'®. Cette remarque
nous permet de conclure qu’aprés k itérations de la boucle principale, soit stable vaut
true et algorithme se termine, soit il existe YK € A™ tel que

(X(k), Y(k)> _<_V|—A\£\ (_LA\L\ , lA\U )

avec <y . la fermeture transitive de =Y,z
A

Or (L ajer, Lajcr) n'appartient & aucune chaine infinie selon <y . . La boucle prin-
cipale atteindra donc nécessairement une itération & la fin de laquelle stable vaudra
true. O

Ce théoréme a 'avantage d’étre trés facile & instancier en Cogq, puisqu’aucune hypo-
thése n’est nécessaire sur 1_iter et £. Nous n’avons cependant aucune assurance que
le résultat final sera une solution du systéme. En Coq, nous nous contentons de tester
si le résultat est une solution. Nous prouvons maintenant que ce test réussira toujours
si L et 1_iter vérifient certaines hypothéses.

Théoréme 4.4.2. Soit L une partie de {1,...,n} telle que tous les cycles du graphe de
dépendance de (4.11) passent par un noeud Xi, 1 € L. Soit 1_iter une permutation de
{1,...,n} telle que, pour tout arc Xy — Xj du graphe de dépendance, soit j appartient a
L, soit i apparait avant j dans 1_iter=[...,1,...,j,...] (tri topologique faible). Alors
lalgorithme précédent termine sur une solution de (4.11).

Preuve : Commencons par remarquer que lorsqu’une variable Xy, avec k &€ L, est
examinée durant la i-éme itération de la boucle principale, tous ses prédécesseurs dans
le graphe de dépendance ont été mis a jour, grace & 'hypothése de tri topologique faible.
Nous avons ainsi _ ) ) )

X =xVuRxGY xR

Notons 1 le nombre d’itérations nécessaires pour que l’algorithme termine. i > 0
puisqu’il s’agit d’'une boucle repeat . . .until. Supposons qu'il existe une variable Xy
qui ne soit pas stabilisée aprés cette derniére itération (i.e. X](!) % X](Cl*”). Puisque la fin
de l'algorithme a été atteint, nous avons nécessairement k ¢ £ (aprés une modification
d'un Xy, k € L, stable vaut false durant toute la fin de la boucle interne). Considérons
maintenant l’ensemble ] des prédécesseurs de Xy dans le graphe de dépendance du
systéme. Puisque k € £, nous avons

X0 = X UG, xE) (413)

L’une des variables de ] est nécessairement non stabilisée. Dans le cas contraire, nous
. i i1
aurions X]! )= x{=

; pour tout j dans J. Par conséquent

FrOXY Xy = R D) (4.14)

Nous utilisons ici ’hypothése xvV_L = x, Vx.
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Or, d’aprés (4.13) nous avons Fi(X{"V ... X)) £ XU, Lsgalite (4.12) se réecrit
alors
. » . .
XY = xVuRx, . X
= Xy UG LX)
(1)

Ce qui contredit I’hypothése X](g ) =+ Xl(jf]). Il existe donc une autre variable Xj non
stable avec k/ € J. En répétant le procédé nous aboutirons nécessairement a un cycle du
graphe de dépendance qui ne passe que par des variables non-stabilisées. C’est impossible
puisque les points d’élargissement sont tous stabilisés.

Nous pouvons ainsi en déduire que, pour tout k € {1,...,n}, XLU = X](g_”. Ceci
implique que XV est une solution du systéme. O

La notion de tri topologique faible est présenté dans la thése de Francois Bour-
doncle | |. Plusieurs algorithmes des graphes permettant de sélectionner des points
d’élargissement et de construire un tri topologique faible associé y sont présentés. En
pratique on peut s’aider de la structure du programme analysé. Nous y reviendrons
dans le chapitre 5. Le résultat du théoréme 4.4.2 est rapidement démontré & la page 48
de | | durant une preuve de complexite.

Cet algorithme a été programmeé en Coq, sous une version fonctionnelle''. Une tech-
nique similaire est utilisée avec 'opérateur de rétrécissement. Nous prouvons unique-
ment la terminaison. Le résultat final est ensuite testé. Si le test échoue, nous utilisons
une itération avec élargissement /rétrécissement standard. Le test n’échouera pas, de
toutes facons, si les hypothéses du théoréme 4.4.2 sont respectées par £ et 1_iter.

Le chapitre suivant fournira des exemples d’utilisation de cet algorithme.

4.5 Regroupement des trois critéres dans une méme inter-
face

Nous disposons maintenant de trois critéres afin de calculer des post-points fixes dans
un treillis. Nous allons maintenant finir ce chapitre en présentant l'interface commune
qui regroupera ces critéres en Coq'.

Nous définissons trois drapeaux différents a ’aide d’un type énuméré,

Inductive termination_criteria_flag : Set :=
| ASCENDING_CHATIN_CONDITION

| CLASSIC_ACCELERATING
| ACCELERATING_NOT_MONOTONE.

puis un type énuméré plus riche

Inductive termination_criteria : Set :=
| ascending_chain_condition :

1Y6ir fichier chaotic.v.
12Voir fichier solve.v


http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.chaotic.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve.html
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well_founded (fun x vy = — eq y x A order y x) —
termination_criteria

| classic_accelerating
widening_classic_operator — narrowing_classic_operator —
termination_criteria

| accelerating_not_monotone
widening_operator — narrowing_operator —
termination_criteria.

Un élément de type termination_criteria contient soit une preuve qu’un treillis vérifie
la condition de chaine ascendante, soit deux opérateurs d’élargissement /rétrécissement
standards, soit deux opérateurs d’élargissement /rétrécissement dans leurs versions mo-
difiées & la section 4.4. Un tel objet est donc une preuve constructive que 1'un de nos
trois critéres est vérifié.

Nous utilisons une derniére relation reliant drapeaux et critéres de terminaison.

Inductive termination_criteria_kind
termination_criteria — termination_criteria_flag — Prop :=
| termination_criteria_kind_ascending_chain_condition
V h, termination_criteria_kind
(ascending_chain_condition h)
ASCENDING_CHAIN_CONDITION
| termination_criteria_kind_classic_accelerating
V w n, termination_criteria_kind
(classic_accelerating w n)
CLASSIC_ACCELERATING
| termination_criteria_kind_accelerating_not_monotone
V w n, termination_criteria_kind
(accelerating_not_monotone w n)
ACCELERATING_NOT_MONOTONE.

Grace a ces déclarations de type, nous pouvons proposer une signature de module
qui modélise les structures de treillis dans lesquelles nous savons calculer des post-points
fixes.

Module Type LatticeSolve.
Declare Module Lat : Lattice.

Parameter termination_property
termination_criteria Lat.eq Lat.order Lat.bottom Lat.meet.

Parameter termination_flag : termination_criteria_flag.

Parameter termination_flag_correct
termination_criteria_kind termination_property termination_flag.

End LatticeSolve.

Lorsque nous voudrons parler d’un treillis vérifiant la condition de chaine ascendante
il nous suffira de considérer un module s de type

LatticeSolve with Definition termination_flag := ASCENDING_CHAIN_CONDITION.
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La construction signature with definition permet ici de spécialiser le type d’'un module.

Grace a cette signature, nous pouvons écrire un foncteur de module solve qui prend
en argument un module s de type LatticeSolve et construit différents solveurs de
post-points fixes. Certains solveurs nécessitent des hypothéses sur le type de critére
apparaissant dans s.

Module Solve (S:LatticeSolve).

Lemma solve_wf :
S.termination_flag = ASCENDING_CHAIN_CONDITION —
VY £, Def.monotone f —
{ a: S.Lat.t | S.Lat.order (f a) a A
V y, S.Lat.order (f y) y — S.Lat.order a y }.
Proof. ... Qed.

End Solve.

4.6 Conclusion

Nous avons présenté trois critéres permettant de calculer des post-points fixes dans
un treillis. L’inclusion logique de ces critéres est présentée dans la figure 4.8. Les opé-
rateurs d’élargissement /rétrécissement proposent le cadre le plus large. Chaque critére
propose un solveur de post-point fixe avec une spécification plus ou moins riche et
contraignante & instancier. La situation est résumée dans le tableau de la figure 4.9.

condition de chaine ascendante

vV /A modifiés

vV /A standards

Fia. 4.8 — Inclusions des différents critéres pour le calcul de post-point fixe.

Les opérateurs d’élargissement /rétrécissement classiques ont été principalement pré-
sentés pour montrer la possibilité d’utiliser les mémes critéres que ceux traditionnelle-
ment utilisé dans la littérature. La définition proposée dans la section 4.4 suit une autre
démarche : nous prenons quelques libertés avec les critéres et les algorithmes (pour I’ité-
ration chaotique) standards afin de simplifier les preuves et de proposer des théorémes
Coq plus facilement instantiables (avec moins d’hypothéses).

Remarquons pour conclure, que la voie choisie dans ce chapitre est relativement am-
bitieuse puisque nous programmons tous nos calculs itératifs en Coq. Cela nous permet-
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condition de chaine V/A classiques Vv /A modifiés
ascendante
calcul du plus petit
. Vv
(post-) point fixe

hypothése f monotone Y

pas nécessaire

résolution de Vv

N o . . v v s .
systémes d’inéquations (itération chaotique)

FiG. 4.9 — Comparaison des différents solveurs associés a chaque critére de terminaison.

tra d’extraire, lors des chapitres 5 et 8 des analyseurs certifiés de type program — verdict.
Une autre alternative consiste & seulement extraire un vérificateur de post-point fixe cer-
tifié : le calcul itératif peut alors étre effectué par un programme non certifié, et son
résultat postérieurement vérifié par le vérificateur extrait. L’analyseur extrait devient
alors de type program — indice — verdict. Le deuxiéme argument est le résultat d’un
calcul itératif non certifié. Le programme extrait se charge de vérifier la correction du
résultat et donne un verdict en conséquence. Cette technique reste un cas particulier
de nos travaux. Nous préférons démontrer dans ce chapitre qu’'un assistant de preuve
comme Coq est tout-a-fait capable de traiter des algorithmes itératifs non triviaux.

La premiére partie de cette démonstration a été faite durant ce chapitre : nous
disposons maintenant d’un code extrait certifié, trés proche de celui que nous aurions
pu programmer directement en Caml. Chaque solveur générique repose néanmoins sur
un critére de terminaison qu’il faudra étre capable de prouver. Ces preuves feront ’objet
du chapitre 6.
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Chapitre 5

Un interpréteur abstrait modulaire
pour un langage While

Dans ce chapitre, nous allons présenter un interpréteur abstrait pour un langage
WHILE jouet. Cet analyseur sera entiérement programmé en Coq, avec un type assurant
sa correction vis-a-vis de la sémantique du langage.

L’analyseur présenté ici s’'inspire grandement des algorithmes présentés dans | |-
Nous avons néanmoins entiérement repris les preuves de correction. En effet, Patrick
Cousot s’attache dans | | & démontrer que les connexions de Galois permettent la
dérivation systématique d’un analyseur & partir des spécifications de la forme oco foy.
Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre 3, nous n’utilisons pas de connexions de
Galois dans nos développements Coq. Par conséquent, ce genre de dérivations systéma-
tiques n’est pas a notre portée. Nous avons donc repris les preuves pour les adapter au
cadre de 'interprétation abstraite que nous avions retenu.

Nous allons dans un premier temps présenter la sémantique du langage étudié dans
la section 5.1. Nous présenterons ensuite les trois grands composants de notre analyseur :
I’analyse des états mémoires en section 5.2, ’analyse des environnements de variable
en section 5.3 et enfin "abstraction des valeurs numériques dans la section 5.4. Nous
conclurons par des exemples d’analyses effectuées grace au programme extrait dans
la section 5.5. La conception modulaire de notre analyseur nous permettra d’utiliser
plusieurs techniques d’abstraction.

5.1 Présentation du langage

5.1.1 Syntaxe du langage

Le langage WHILE que nous considérons dans ce chapitre est un langage impératif
rudimentaire. Sa syntaxe est résumée dans la figure 5.1. Un programme WHILE est une
liste (appelée bloc) d’instructions. Une instruction est soit I’affectation d’une variable par
une expression numérique, soit une conditionnelle if...else.. ., soit une boucle while.
Une expression numérique comporte des constantes, des opérations arithmétiques (mul-

91
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n
?

erpr =

X
— expr
expr O expr

test expr c expr
not ftest
test and test

test or test

nstr = X = expr
if test { block } { block }

while test { block }

block == p

P : instr 3 block

nez
xeV

(ORS {+»_> X}

cel<, <>, 2>, =, #}

pelP

FiG. 5.1 — Syntaxe du langage WHILE

tiplication, soustraction et addition), des variables et une constante particuliére, notée ?,
représentant une valeur numérique quelconque (pouvant par exemple provenir d’une en-
trée interactive). Les instructions de branchement conditionnel et de boucle sont gardées
par des tests. Un test est une comparaison entre deux expressions arithmétiques. Une
particularité du langage réside dans l'utilisation explicite de points de programmes (pris
dans un ensemble P). Ceux-ci nous seront utiles pour la définition de la sémantique du
langage. Notre interpréteur abstrait attachera des invariants mémoires a chaque point
de programme.

La figure 5.2 donne un exemple de programme WHILE. Dans la suite du document,
nous omettrons les points de programme dans nos différents exemples, pour plus de
lisibilité.

POEYOROEEOOE

X = 7?;

if X < 0 {
while X < 0 {

X =X+ 1;

bi
Y = X;

} else {
Y = 0;

}i

FiG. 5.2 — Exemple de programme WHILE
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Les notions de bloc et d’instruction dépendent 'une de l'autre. Il est donc néces-
saire des les définir simultanément. En Coq, il nous faut ainsi recourir & une définition
mutuellement inductive. La définition Coq de la syntaxe du langage WHILE est don-
née dans la figure 5.3'. Un programme est constitu¢ d’un bloc d’instructions et d’une
liste de noms de variables. Cette liste représente les variables qui sont utilisées dans le
programme. L’emploi de cette liste, & ce stade, correspond & un choix délibéré sur la
sémantique du langage. Nous commenterons ce choix dans la section suivante.

Le type des points de programme et des noms de variables est le type word. Nous
aurions, a priori pu prendre n'importe quel type puisque qu’aucune opération ne sera ef-
fectuée sur ces éléments. Nous aurons néanmoins besoin de prouver que nous n’utilisons
qu’un nombre fini de points de programmes et de noms de variables. Pour un programme
donné, ces ensembles sont nécessairement finis. Une premiére solution serait donc d’uti-
liser des types dépendants d’un programme. Cette solution avait été choisie dans nos
premiers travaux | , |- Le systéme de type de base (sans les modules)
de Coq se préte tout-a-fait & ce genre de formalisation. Avec 'utilisation des modules,
il devient beaucoup plus lourd de faire dépendre certains types d’autres éléments car
un module ne peut pas dépendre d’un terme Coq, mais seulement d’un autre module.
Nous avons ainsi opté dans ce travail pour une autre solution : I’'usage du type word. Ce
type, défini par nos soins, contient par définition un nombre fini d’éléments. Il représente
I’ensemble des entiers binaires représentables avec 32 bits. Nous utilisons pour cela le
type bin présenté dans le chapitre 2.

5.1.2 Sémantique concréte du langage

Le but de notre analyseur sera de calculer des invariants vérifiés par les variables
d’un programme, au cours de son exécution. Nous nous intéressons par conséquent a
Iensemble des états mémoires accessibles lors de I’exécution d’un programme. Un état
mémoire est constitué d’un point de programme et d’un environnement de variables.
Un environnement de variables est une fonction de ’ensemble des noms de variables
vers les entiers relatifs. Cette définition du domaine sémantique est récapitulée dans la
figure 5.4.

Pour pouvoir définir mathématiquement ’ensemble des états accessibles d’un pro-
gramme, nous aurons besoin de définir au préalable la sémantique des expressions nu-
meériques et des tests.

Sémantique des expressions numériques La sémantique des expressions donnée
en figure 5.5, associe & chaque expression e I’ensemble [[eﬂTé)Xpr des valeurs numériques
qui peuvent résulter de I’évaluation de e dans l'environnement p. Certaines expressions
(comme ?) ont une sémantique non déterministe, permettant ainsi de modéliser U'inter-
action avec l'environnement d’exécution. [®]Top désigne ici la sémantique usuelle des
opérateurs arithmétiques.

!Nous utilisons ici une version simplifiée des définitions inductives Coq, plus proche de la syntaxe
des définitions de type en Caml
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Definition VarName
Definition ProgPoint
Inductive op
Inductive expr Set
Const (n:2)
| Unknown
| Var (x:VarName)
| Minus (e:expr)
| Numop (o:o0p)
Inductive comp Set
Inductive test Set
| Numcomp (c:comp)
| Not (t:test)
| And (tl t2:test)
| Or (tl t2:test).

Inductive instr
Affect

| If (t:test)

| While (t:test)
with block Set :=
Empty

| Seq (p:ProgPoint)

(x:VarName)

Record program Set
instrs block;
vars list VarName

.

Set :=

(el e2:expr).

Set :=

(bl b2:block)
(b:block)

(p:ProgPoint)

Set := Word.
Set := Word.

Add | Sub | Mult.

:=Egq | Neg | Lt | Le | Gt | Ge.

(el e2:expr)

(e:expr)

(i:instr) (b:block).

:= prog {

Fig. 5.3 -

Définition Coq de la syntaxe de WHILE

Vo Z
P x Env

Env
Etat

F

IG. 5.4 — Domaines sémantiques

lelTépr€ P(Z), e € expr, p € Env
Hnﬂqux = {Tl}
[[?]]Tgxpr = Z
IIXHTgxpr = { p(X) }, X € Varp
[—elTéxpr = {[ITop v IV e [e]Tepr }

[[61 © eZ]]Tgxpr

{vi[®]Top v2 | vi € [e1]T&pr, V2 € [e2]Tepr }

Fic

. 5.5 — Sémantique des expressions
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En Coq (voir figure 5.6), cette sémantique est définie a 1'aide d’une définition in-
ductive, paramétrée par un programme et un environnement de variables. Le type de
(sem_expr P env) peut étre vu soit comme celui d’une relation entre expressions et
valeurs numériques, soit comme celui d’une fonction des expressions vers un ensemble
de valeurs numériques grace a la correspondance entre P(Z) et z — Prop.

Inductive sem_expr (env:environment)

expr — Z — Prop :=

(P:program)

sem_const V n, sem_expr P env (Const n) n
| sem_unknow V n, sem_expr P env Unknown n
| sem_var VvV x,
In x (vars P) — sem_expr P env (Var x) (env x)
| sem_minus VY e n,
sem_expr P env e n —
sem_expr P env (Minus e) (-n)

| sem_numop
sem_expr
sem_expr
sem_op O

YV o el e2 nl n2 n,
P env el nl —

P env e2 n2 —

nl n2 n —

sem_expr P env (Numop o el e2) n.

FiG. 5.6 — Sémantique des expressions en Coq

Notons que l'affectation d’une variable est seulement définie pour les variables dé-
clarées dans la liste (vars P) attachée & un programme. Il s’agit ici d’une facilité que
nous nous accordons. Une meilleure alternative serait de définir une sémantique sans
restriction sur les variables utilisables dans les affectations. Nous pourrions alors dé-
montrer 1’équivalence de cette nouvelle sémantique avec 1’ancienne. Cette équivalence
pourrait en effet étre établie pour les expressions arithmétiques qui apparaissent dans
le texte d’'un programme donné. Nous utilisons donc ici la sémantique la plus adaptée
a la construction d’un analyseur certifié, méme si un choix plus rigoureux aurait été
possible, au prix de plusieurs preuves supplémentaires, notre définition courante fai-
sant alors office de sémantique intermédiaire. Ce type de manipulation sémantique sera
effectué lors du chapitre 8 sur ’analyse de bytecode Java.

Sémantique des tests La sémantique des tests, donnée en figure 5.7, associe & chaque
test t 'ensemble [e] 1L des booléens qui peuvent résulter de I’évaluation de t dans
I’environnement p. Le non-déterminisme de la sémantique des expressions entraine le
non-déterminisme de [-] Thq. [c] désigne ici la sémantique usuelle des comparaisons
arithmétiques. La traduction Coq de ces définitions est donnée dans la figure 5.8.

Sémantique opérationnelle Les définitions précédentes vont maintenant nous per-
mettre de décrire ’évolution des variables d’un programme au cours de son exécution.
Nous allons pour cela associer & chaque programme un systéme de transitions sur ces
états. Ce systéme comportera un ensemble d’états initiaux Sy ainsi qu’une relation de
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[tITf€ P(B), tE€ test, p€ Env

V1 € [[61]]Tgxpr V) € [[eZ]]Tgxpr Vi [[C]]Tcomp V2
Te [[61 ¢ ez]]Ttpest

V1 € [[61]]Tgxpr Vo € [[eZHTgxpr - (V1 [[C]]Tcomp VZ)
Fe [[61 ¢ ez]]Tfest

b1 € [[tl]]Ttpest bz € [[tz]]Ttpest b1 € [[t]ﬂTtpest bz € [[tzﬂTtpest

b1 Aby e [[t] and tZ]]T‘E)est b1 Vb, e [[t1 or tZHT‘é)est

FiG. 5.7 — Sémantique des tests

Inductive sem_comp : comp — Z — Z — Prop :=
| sem_eq : V nl n2, nl=n2 — sem_comp Eg nl n2
sem_neq : V nl n2, nl<>n2 — sem_comp Neq nl n2

|

| sem_1t V nl n2, nl<n2 — sem_comp Lt nl n2

| sem_le V nl n2, nl<=n2 — sem_comp Le nl n2
| sem_gt ¥V nl n2, nl>n2 — sem_comp Gt nl n2

| sem_ge V nl n2, nl>=n2 — sem_comp Ge nl n2.

Inductive sem_test (P:program) (env:environment)
test — bool — Prop :=
| sem_numcomp_true : V c el e2 nl n2,
sem_expr P env el nl —
sem_expr P env €2 n2 —
sem_comp ¢ nl n2 —
sem_test P env (Numcomp c el e2) true
| sem_numcomp_false : V c el e2 nl n2,
sem_expr P env el nl —
sem_expr P env e2 n2 —
— sem_comp ¢ nl n2 —
sem_test P env (Numcomp c el e2) false
| sem_not : V t b,
sem_test P env t b —
sem_test P env (Not t) (negb b)
| sem_and : V tl t2 bl b2,
sem_test P env tl bl —
sem_test P env t2 b2 —
sem_test P env (And tl t2) (andb bl b2)
| sem_or : V tl t2 bl b2,
sem_test P env tl bl — sem_test P env t2 b2 —
sem_test P env (Or tl t2) (orb bl b2).

FiG. 5.8 — Sémantique des tests en Coq
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transition —p C p(Etat x Etat) entre états mémoires. Afin de simplifier la preuve de
correction de notre analyse vis a vis de la sémantique concréte, nous allons partitionner
—p en fonction de la nature de la transition. —p sera donc de la forme

—)pZU—)i

jElp

avec I, un ensemble d’indices dépendant du programme P. Chaque indice sera de la
forme (p1,1i,M,p2) avec 1 une instruction, py et p2 deux points qui désignent la position
de 1 dans le programme, et n un entier qui représente le numéro de la régle de transition
associée & i. En effet, une méme instruction peut se voir associer plusieurs régles de
transition. C’est par exemple le cas de 'instruction conditionnelle qui, comme nous le
verrons, sera associée a quatre transitions.

Pour définir plus précisément la relation —; nous devons d’abord préciser la notion
de point d’entrée et point de sortie d'un bloc. Nous introduisons pour cela la fonction
debut qui désigne le premier point de programme d’un bloc

debut : block — P
(P11 5 ...pntil 5Pn1) & P

et la fonction fin qui désigne le dernier point de programme.

fin: block - P
(P1:i1 5 .o.Pn 1 5Pnt1) = Pnpl

La figure 5.9 présente les différentes régles de transition associées a chaque type
d’indice (p1,1,p2,n). Une affectation de variable x := e entre les points de programme
p1 et py fait passer d'un état (p1, p)) & un état (p2, plx — Vvl)) si v est une valeur possible
pour I’évaluation de ’expression e dans ’environnement p. L’instruction conditionnelle
se voit attacher quatre transitions. Les deux premiéres transférent ’environnement de
variables courant vers les points de programmes situés au début des deux blocs by et by
de I'instruction. Chacune de ces transitions dépend du succés ou de ’échec du test t dans
I'environnement courant p. Les deux derniéres transitions transférent les états atteints
a la fin des blocs by et by vers le point de programme de sortie p, de l'instruction.
L’instruction de boucle se voit, quant a elle, attacher trois transitions. En fonction du
succes du test t dans environnement p de 1’état ((py,p)), le controle de I'exécution
passe vers le début du bloc b (le corps de la boucle), ou saute vers le point de sortie
P2 de linstruction. Une derniére transition assure le passage entre la fin du bloc b et le
début de I'instruction, pour réévaluer le test t.

En Coq (voir figure 5.10), les indices (p1,1,p2,n) sont représentés par un triplet
constitué de deux points de programmes et d'un élément de type rule. Le type rule
consiste en une simple recopie du type instruction instr avec autant de duplication de
constructeur qu’il y a de transitions possibles pour chaque instruction. Cette duplication
est symbolisée par la fonction instr_of_rule qui convertit une régle en son instruction
associée :
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x € Varp v € [e]T&opr
{p1,0) e = epal), {p2, plx — V1))
T € [[t]]Tfest

) (prif t { by } { ba },p2,1) (

{p1,p debut(b1), p))

Fe [[t]]Ttpest

>> (P] »if t { by } { bz })pz )2) <<

{p1,p debut(b3), p))

[p1 )ift { by } { bz }vp273)

{(fin(b1), p)) {(p2,p)

(prif t { by } { b2 },p2,4)

{(fin(b2), p)) {p2,p)

T € [[t]]Tfest
) (p1,while t { b },p2,1) (

{p1,p debut(b), p))

F € [[t]]Tfest
(p1,while b },p2,2)
 Prwhile tLD JPed), o)

{r1,p

(fin(b), p)y (Prhile LA D B2y oy

FiG. 5.9 — Sémantique opérationnelle
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Definition instr _of rule (r:rule) : instr :=
match r with

Affect’ x e = Affect x e

If’_1 t bl b2 = If t bl b2
If’_2 t bl b2 = If t bl b2
If’_3 t bl b2 = If t bl b2
If’_4 t bl b2 = If t bl b2
While’_1 t b = While
While’_2 t b = While
While’_3 t b = While

t of ot
o O O

end.

Le mécanisme de notation de Coq nous permet de noter <<p, env>> un environnement

{(p,

env)).

Inductive smallstepAt (P:program)

ProgPoint — rule — ProgPoint — state — state — Prop :=
smallstepAt_affect : V pl p2 x e n envl env2,
In x (vars P) —
sem_expr P envl e n —
subst envl x n env2 —
smallstepAt P pl (Affect’ x e) p2 <<pl,envl>> <<p2,enva>>
smallstepAt_if_begin_true : V pl p2 t bl b2 env,
sem_test P env t true —
smallstepAt P pl (If’_1 t bl b2) p2
<<pl,env>> <<begin_block bl,env>>
smallstepAt_if_begin_false : V pl p2 t bl b2 env,
sem_test P env t false —
smallstepAt P pl (If’_2 t bl b2) p2
<<pl,env>> <<begin_block b2,env>>
smallstepAt_if_end_true : V pl p2 t bl b2 env,
smallstepAt P pl (If’_3 t bl b2) p2
<<end_block bl,env>> <<p2,env>>
smallstepAt_if_end_false : V pl p2 t bl b2 env,
smallstepAt P pl (If’_4 t bl b2) p2
<<end_block b2,env>> <<p2,env>>
smallstepAt_while_begin_true : V pl p2 t b env,
sem_test P env t true —
smallstepAt P pl (While’_1 t b) p2
<<pl,env>> <<begin_block b,env>>
smallstepAt_while_end_true : V pl p2 t b env,
smallstepAt P pl (While’_2 t b) p2
<<end_block b, env>> <<pl,env>>
smallstepAt_while_false : V pl p2 t b env,
sem_test P env t false —
smallstepAt P pl (While’_3 t b) p2 <<pl,env>> <<p2,env>>.

FiG. 5.10 — Sémantique opérationnelle en Coq

I’ensemble Ip des indices d’'un programme doit maintenant étre précisé. Il nous

faut d’abord définir formellement le fait qu’une instruction i apparaisse entre deux
points py et py, dans un programme P. Nous définissons donc un prédicat instrAtp
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qui désigne l’ensemble des triplets (p1,1i,p2) valides. Nous utilisons pour cela deux
relations mutuellement dépendantes instrAtpiock et instrAtinst, qui définissent I’ensemble
des triplets (p1,1,p2) qui apparaissent a lintérieur d’un bloc (respectivement d’une
instruction).

mstrAtylock € block — P(P x instr x P) mstrAting: € instr — P(P x instr x P)

(p1,1,p2) € instrAtpiock(b)

(p, 1, debut(b)) € instrAtpoa(p =1 5b)  (p1,1,p2) € instrdtig, (if t { by } { b2 })

(p1,1',p2) € instrAtyioe(b) (p1,1,p2) € instrAtpiock(b2)
(p1,1/,p2) € instrAtpiock(p : 1 5 b) (p1,1,P2) € instrAting:(if t { b1 } { b2 })

(phi,aPZ) S iHStTAtinstr(i) (phi,]ﬂz) S inStrAtblock(b)
(p1,1/,p2) € instrAtpoc(p : 1 5 b) (p1,1,P2) € instrAting:(while t { b })

La définition Coq est similaire (& ’aide d’une définition mutuellement inductive). Le
prédicat instrAtp est alors équivalent & instrAtpiock (P) (P est ici identifié & son bloc
principal d’instructions).

La relation —p peut finalement étre définie en considérant 'union de toutes les
transitions —(p, ip, n) 01t (P1,1,P2) est un triplet valide du programme P ((p1,1,p2) €
instrAtp) et (i,n) un nom de régle valide. La définition Coq utilise une définition in-
ductive avec une seule régle :

Inductive smallstep (P:program) : state — state — Prop :=
smallstep_def : V pl r p2 stl st2,
instrAt (instrs P) pl (instr_of_rule r) p2 —

smallstepAt P pl r p2 stl st2 —
smallstep P stl st2.

Deux états sq et s, sont ainsi en relation si et seulement si

— il existe une regle r associée & une instruction i

— 1 apparait entre des points p7 et p2 du programme P

— s7 et s2 sont en relation vis a vis de —(p, rp,)

L’ensemble des états initiaux est caractérisé par les états mémoires dont le point de
programme est égal au premier point du programme P.
Inductive InitState (P:program) : state — Prop :=

initState_def : V env : environment,
InitState P <<begin_block (instrs P),env>>.

Cette définition Coq correspond 4 la définition mathématique Sy = {debut(P)} x Env.
L’ensemble des états accessibles est enfin défini & partir de InitState et smallstep,
de la méme facon que dans I’exemple 3 du chapitre 3.
Inductive ReachableStates (P:program) : state — Prop :=
reach_init : V st, InitState P st — ReachableStates P st

| reach_next : V stl st2,
ReachableStates P stl —
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smallstep P stl st2 —
ReachableStates P st2.

Nous modélisons ainsi que la sémantique d’un programme est I’ensemble de ses états
accessibles & partir de Sp.

[P]={s|3so€ Sy, so—"s}

5.2 Abstraction des états

Nous allons maintenant proposer une sémantique abstraite pour le langage WHILE
qui sera une approximation correcte de la sémantique concréte présentée précédemment.
Le domaine sémantique laisse apparaitre trois grands niveaux hiérarchiques : les états
mémoires, les environnements de variables et les valeurs numériques. La conception
de notre analyseur va suivre cette méme hiérarchie en utilisant une approximation de
chaque niveau sémantique. Nous avons choisi de présenter la structure de notre séman-
tique abstraite en partant du niveau sémantique le plus élevé, celui des états mémoires.
Cette présentation verra apparaitre progressivement la spécification requise sur l'abs-
traction des environnements de variables. Nous finirons par 'abstraction des valeurs
numériques.

Pour définir une approximation correcte de [P], nous appliquons la méthode pré-
sentée lors du chapitre 3. Nous proposons dans un premier temps une spécification de
la sémantique abstraite [[P]}ﬁ sous la forme d’un post-point fixe, puis nous calculons ce
post-point fixe a l’aide des solveurs génériques présentés dans le chapitre 4.

5.2.1 Spécification de [P]*

Choisissons tout d’abord 'abstraction que nous voulons réaliser au niveau des états
mémoires. Nous utilisons la technique de partitionnement de la section 3.2.3.3 afin
d’attacher des invariants mémoires a chaque point de programme. Notre abstraction est
ainsi parameétrée par une abstraction sur le domaine sémantique des environnements de
variables. Etant donnée une telle abstraction,

(P(Bav), €, U,M) @2 (Bnvé, EF,, Ub My )
nous définissons une abstraction sur les états
(P(P x Env),C,U,N) =2t (Etat EﬁEtat’uﬁEta‘c’ﬂ]ﬁEtat)

en prenant

Etat* = P — Env?

Q?Etat def )\s%)\sﬁz. Vp € P, Sﬁ( ) E?EHV Sﬁz(P)

I_IEiEtat o )\sﬁ?\sﬁzkp Sﬁ( )L sh(p)

H?Em Y )\szAp 3 ( )I‘Iﬁn Sﬁz(P)

voiar(s) 2 { (p,0) pevEnvv(sﬁ( )}
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En Coq, le treillis des environnements de variables abstraits est déclaré par un mo-
dule de type Latticesolve. Cette signature, présentée dans la section 4.5, regroupe
un treillis et un critére de terminaison pour les calculs itératifs de point fixe. La dé-

finition du treillis (Etatti * L#

§ R .
Chtat) Uitat> Mitag | €5t alors réalisée grace au foncteur de

module ArrayBinsolve, présenté lors du chapitre 6. Etant donné un module s de type
LatticeSolve, ArrayBinSolve (S) et un module de type LatticeSolve pour la struc-
ture de treillis sur les fonctions de P vers le type s.rat.t des éléments du treillis de
s. Ces fonctions sont implémentées a l’aide des tableaux fonctionnels présentés lors du
chapitre 2. ArrayBinsolve (S) conserve le méme critére de terminaison que s.

Pour tout programme P, la sémantique abstraite [P]* doit étre une approximation
correcte de [P], c’est a dire :

[P] € YEtat ([[P]]ﬁ)

La définition de [P] donnée dans la section précédente nous permet de caractériser [P]
comme le plus petit post-point fixe de 'opérateur

Fp = AS.Sp U post[—p](S) € P(Etat) — P(Etat)

Grace au théoréme 3.3.1, nous pouvons alors spécifier [P]# comme un post-point fixe
d’un opérateur F?, € Etat? — Etat?, approximation correcte de Fp (FpoYEtat SYEtat oFi]iD) :

[[P]]ﬁ c { sﬁ S Etat? | Fg)(sﬁ) EjiEtaut Sﬁ }

La spécification de Ft]iD peut ensuite étre découpée en exprimant Fp comme la composition
de plusieurs opérateurs plus simples et en utilisant le lemme 3.2 sur la composition des
approximations correctes. En effet,

Fp = AS.SoU post[—pl(S)

= AS.S5pU post Uﬁj (S)
i€
= AS.8oU | ] post[—;](S)

jel;

car I'opérateur post est un morphisme d’union. On peut ainsi chercher un opérateur F?;
de la forme

FL = Ast.sh UG, |_| Fé(s%)
I€IP Bat

avec s?) une approximation correcte de ensemble des états initiaux (Sp C yEtat(sg))

et chaque fonction Fﬁ, une approximation correcte de I'opérateur post[—;] (pour tout

indice j de Ip, post[— ] (YEtat(Sﬁ)) EEtat YEtat(Fg(sﬁ)))-
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Puisque Sy est de la forme {debut(P)} x Env, nous pouvons prendre s% égal a
L rtat[debut(P) — init _envp] avec init envp € Env? une approximation correcte de
Env € P(Env).

Chaque opérateur F? peut étre pris de la forme

FE = As”. gt [p§™* — postf(s*(plt)]

avec p‘jm, pijn et post? définies par
j pout pit post}
(p1,x = e,p2,1) P1 P2 [x = €]’ et

(pr,if t { by } { b2 },p2,1) | P11 debut(by) [t]L?

(pr,ift { by } { b2 },p2,2) | p1 debut(by) [E]Lf

(p1,ift { by } { b2 },p2,3) | fin(bs) P2 Ap?.p?

(p1,if t { by } { b2 },p2,4) | fin(b2) P2 Ap?.p?

(p1,while t { b },p2,1) P1 debut(b) [t]L?

(p1,while t { b },p2,2) P1 P2 [EnL

(p1,while t { b },p2,3) | fin(b) P Ap?.p#

Ces définitions font apparaitre trois nouveaux opérateurs.
— t désigne ici la négation du test t, définie par induction sur la structure de t. La
correction de cet opérateur s’exprime par

vVt € teSt,{ —-b ‘ b e [[t]]Ttest } C [[{]]Ttest

L’inclusion est suffisante pour prouver la correction de la sémantique abstraite,
mais 1’égalité ensembliste est facilement établie.

— [x =€) gecs € Envf — Env® calcule I'environnement abstrait obtenu apres 1'af-
fectation d’une expression e & une variable x. Un tel opérateur doit donc vérifier

Vx € V,Ve € expr,Vp? € Envt
{ D[X — V] | pe VEnv(pﬁ) etve [[eHTgXpr } - YEnv ([[X = e]]gﬂect(pﬁ)>

- [[t]]ﬂe Envf — Env? calcule une approximation des environnements vérifiant un
test t.

Vt € test,Vp? € Env!
{010 €Vam(p?) et T€ [tTfue } S Vo ([Dlhese (09)

Un tel opérateur permettra de raffiner les invariants mémoires qui succédent a un
test.
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Le premier opérateur est indépendant de l’abstraction considérée sur les environne-
ments de variables. Les deux autres viennent s’ajouter aux propriétés qui doivent étre
vérifiees par ’abstraction des environnements de variables. Toutes ces propriétés sont
résumeées dans une interface de module Coq appelée EnvAbstraction et présentée dans
la figure 5.11. Une abstraction d’environnement est ainsi spécifiée comme un module
comportant

— un module s de type LatticeSolve.

— une fonction de concrétisation gamma, ainsi que les deux propriétés assurant I’hy-
pothése de morphisme d’intersection.

— les opérateurs affect ([[x := e]]iﬂect), back_test ([[t]]ltﬁest) et init_env (init_env)
présentés précédemment, avec leurs preuves de correction. Des propriétés de mo-
notonie sont de plus requises sur back_test et affect. Elle sont nécessaires pour
assurer la monotonie globale de F?;.. Cette monotonie ne sera utilisée que lorsque le
critére de terminaison des itérations de point fixe sera soit une condition de chaine
ascendante, soit une utilisation d’opérateurs d’élargissement /rétrécissement stan-
dards. Ceci explique 'hypothése sur s.termination_flag dans ces deux énoncés.

5.2.2 Calcul de [P]*

Le calcul final de [P]* demande de réunir toutes les fonctions F; pour j € Ip. Ce
calcul est effectué & ’aide de deux fonctions mutuellement récursives sur les blocs et les
instructions, qui énumeérent ainsi tous les éléments de Ip.

Plusieurs techniques sont ensuite possibles pour le calcul de [[P]]ﬁ.

— La méthode la plus simple consiste & seulement définir un vérificateur de post-
points fixes qui prend comme arguments un programme et un état abstrait, et
renvoie un booléen égal & vrai si I’état abstrait est un post-point fixe de Fﬁi;..

Lemma check : V (P:program) (hint:S.Lat.t),
{ (ReachableStates P)<=<(gamma P hint) }+{True}.
L’opérateur infixe <=< dénote ici I'inclusion de propriété logique. P <=< ¢ est ainsi
équivalent &V x, P x — ¢ x. Il s’agit du codage standard de l'inclusion ensem-
bliste en théorie des types. Nous utilisons une nouvelle fois les booléens riches
de Coq. Si check renvoie vraie, alors ’état abstrait nint est une approximation
correcte de [P]. Sinon on ne peut rien conclure.

— La deuxiéme méthode consiste & calculer Fﬁg puis a chercher (ou a approcher)
son plus petit post-point fixe. Nous utilisons pour cela le solveur de post-point
fixe présenté dans le chapitre précédent. Pour certains critéres de terminaison du
treillis des états abstraits, une preuve de la monotonie de F?, sera nécessaire.

Lemma solve : V P,
{ St:S.Lat.t | (ReachableStates P) <=< (gamma P St) }.

- Si F?, est monotone, nous pouvons chercher un post-point fixe s¥ du systéme

§
Sg EEtatﬁs
Fi(s") Chas 8% Vi€ Ip
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Module Type EnvAbstraction.
Declare Module S : LatticeSolve.

Parameter gamma : program — S.Lat.t — environment — Prop.
Parameter gamma_monotone : V P E1 E2 env,

S.Lat.order E1 E2 —

gamma P El1 env —

gamma P E2 env.
Parameter gamma_meet_morph : V P E1 E2 env,

gamma P El1 env — gamma P E2 env —

gamma P (S.Lat.meet E1 E2) env.

Parameter affect : program — S.Lat.t — VarName — expr — S.Lat.t.
Parameter affect_correct : V P Env env env’/ x n e,
gamma P Env env —
sem_expr P env e n —
subst env x n env’ —
gamma P (affect P Env x e) env’.
Parameter affect_monotone
S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —
V P E1 E2 x e,
S.Lat.order E1 E2 —
S.Lat.order (affect P El1 x e) (affect P E2 x e).

Parameter init_env : program — S.Lat.t.
Parameter init_env_correct : V P (env:environment),
gamma P (init_env P) env.

Parameter back_test : program — test — S.Lat.t — S.Lat.t.
Parameter back_test_correct : V P t Env env,
gamma P Env env —
sem_test P env t true —
gamma P (back_test P t Env) env.
Parameter back_test_monotone
S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —
VPt EL E2,
S.Lat.order E1 E2 —
S.Lat.order (back_test P t El) (back_test P t E2).

End EnvAbstraction.

F1a. 5.11 — Signature abstraite pour I’abstraction des environnements
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en utilisant les opérateurs pfp_list des sections 4.2.3.3 et 4.3.4.2. Ces opérateurs
permettent de calculer un post-point fixe commun d’une liste de fonctions, en
itérant chaque fonction par alternance. Le type Coq du programme correspondant
est le méme que précédemment, mais le calcul itératif est plus rapide.

— La derniére méthode utilise l'itération chaotique de la section 4.4.2. L’ensemble

des triplets ((pg’“t,pijn,postg)) I doit pour cela étre collecté de maniére a ce
€

que les hypothéses du théoréme 4.4.2 soient vérifiées. Ce dernier théoréme n’est
cependant pas prouvé en Cogq, et ainsi aucune preuve formelle n’est nécessaire
pour instancier le solveur. En contrepartie, le résultat final doit étre vérifié par la
fonction check précédente. Notre preuve « papier » du théoréme 4.4.2 nous assure
néanmoins que le résultat sera toujours accepté par check.
Au final, nous disposons d’un analyseur certifié paramétré par une abstraction cor-
recte des environnements de variables.

Module StatelLift (AbEnv:EnvAbstraction).

Lemma solve : V P,
{ St:S.Lat.t | (ReachableStates P)<=<(gamma P St) }.

End StateLift.

Comme nous 'avions annoncé, seule la correction de I'analyse est prouvée formelle-
ment. La précision de 'analyse pourra étre évaluée expérimentalement avec les exemples
de la section 5.5.

5.3 Abstraction des environnements

Nous allons maintenant présenter deux implémentations possibles et similaires de la
signature de module Envabstraction, la seconde étant une optimisation de la premiére
basée sur la technique d’itération réductive proposée dans | |. Ces deux implé-
mentations seront paramétrées par une abstraction des valeurs numériques, dont nous
verrons au fur et & mesure les hypothéses nécessaires.

L’abstraction des environnements de variables que nous avons choisie suit la struc-
ture des environnements : un environnement abstrait est une fonction entre noms de
variables et valeurs numériques abstraites. Etant donnée une abstraction numérique

—Num>

(P(2),C, U, 1) & (N, 8,y Uiy M

nous prenons le treillis standard des fonctions de V — Num! muni de Pordre point a
point. La fonction de concrétisation entre V — Num’ et P(Env) est définie par

Vour[p) = { o Vx € Varp, p(x) € Yxum(pF(x) }

Cette définition ne parle que des variables déclarées dans la syntaxe du programme.
Comme nous ’avons déja fait remarquer, seules ces variables sont utilisées au cours de
I’exécution du programme.
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La construction du treillis abstrait est une nouvelle fois basée sur 'utilisation du
foncteur de module ArrayBinSolve.

5.3.1 Construction de [x := e]’s.,
La fonction [x := e]]iffect peut étre définie par
[x == elf s (0°) = PF[x = [elThype], Vo € Enve

avec [[e]]TgXprE Env? — Num? une fonction qui calcule une approximation de 'évaluation
d’une expression arithmétique. Cette fonction doit ainsi vérifier :

{ v [ 3p € YEav(pY), v € []T8pr } C YNum ([[e]]Tﬁxpr (pﬁ)> Ve € ezpr,Vp* € Env?
Elle est définie par induction sur la structure de I’expression e.

) = constf(n)
) = TNum
) = pfx)
) = [-I7%, ([elThyr (09)
) = (eI, (Ie1Tge (09), [ealTh (1)

Plusieurs opérateurs et constantes de 'abstraction numérique sont pour cela néces-
saires :
— const? calcule une approximation des constantes.
¥n € Z, {n} C yxuym(const*(n))
— TNum approche n’importe quelle valeur numérique.
ZC YNum(TNum)

- [[—]]Tgp est une approximation correcte de 'opposé d’un entier relatif.

ynf € Num?, { —n | n € ynum() } € Ynum([-]T5, (%))

— [®]Top est une approximation de 'opérateur arithmétique ® € {4+, —, x}.

VO € {+,—, x},¥n}, n} € Num,
{O]Top 12 | M1 € Yxum™M), M2 € Yxum(M5) } € Yxum ([OITEp (05, 14))



108 Un interpréteur abstrait modulaire pour un langage While

5.3.2 Construction de [[t]]lgest

Le deuxiéme opérateur requis par l'interface est [t] Lgest. Afin de simplifier sa dé-
finition, il est utile de normaliser les tests. Nous définissons ainsi un nouveau type de
test :

test t= expr c expr ce{<, =}
| test and ezpr
|

test or expr

Une fonction normalise € test — test est ensuite définie pour transformer chaque test
t € test en une version équivalente dans fest. La correction de normalise est spécifiée
par

Vt € test, [t]Ttest< [normalise(t)]Tiest

[-] Tiest désigne ici la version de [-] Ttest restreinte a test. Encore une fois, l'égalité
logique est démontrable mais pas nécessaire. Grace a cette normalisation, les opérateurs
manipulant des tests peuvent étre uniquement définis pour les constructions <, =, and
et or. L'opérateur [[t]]lgest est ainsi défini en composant normalise avec une version de

[[t]]lfest spécialisée pour les tests de fest.
[[t]]lgestd:ef [normalise(t ]]J,t - YVt € test

[t] J,te - est ensuite définie par induction sur t & partir de trois nouveaux opérateurs
reduct € Env? — Envf [¢] lgompe (Num?® x Numﬁ) — (Num? x Num?) et [e] lﬁxpre
(Envﬁ X Numﬁ) — EnvF.

[[61 c ez]“’test = reducﬁ ([[el]]lgxpr pIj nﬁ) My [[eZJ]lexpr pti ng))
avec( 1,T12 [[C]]J,comp [[e]ﬂTeXpI' p ,[[ezmexpr
[[t1 or tz]]‘l’test ﬁ) = [[ 1]]‘l’test Env[[ 2ﬂ‘l’test

[[t1 and tz]]‘l'test ) = reduc (Hhﬂltest Envﬂ 2HJ’tes‘c)

[[c]]lgomp (Tlt-il , nﬁz) calcule un raffinement de deux valeurs numériques abstraites, sachant
qu’elles vérifient une condition ¢. Plus formellement :

{(m,nz) Ing € ﬂYNum(nt]t), ny € YNum(nﬁz nifc]Teomp N2 } - YNum(m%) X ’YNum(mﬁz)

avec (mq ) TTLZ [[C]]lcomp (TL% ) nﬁz)
reduct est un opérateur de réduction (voir section 3.2.3.1). En effet, lorsque YNum (L Num)

est égal & 0, plusieurs éléments de Env® représentent la méme propriété sur P(Env). Il
s’agit des fonctions pour lesquelles au moins une des images est égale & L xym-

VNum(J—Num) =0 = v‘)ﬁ € Envﬁ» <E|X € Varp, pﬁ(x) = J—Num) = 'YEnv(pﬁ) =0
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L’opérateur reduc! permet de détecter ce type d’environnements abstraits et de les
remplacer par Lgpy.

reducﬁ(pﬁ) _ { J—ijnv S% dx € Varp, pﬁ(x) = LNum

p sinon
Pour montrer la correction de lanalyse, seul aspect conservatif de reduc? vis-a-vis de
Yeny doit étre prouvé en Coq.

Vp*, YEnv(p%) € YEay (reduc (p*))

reduc? est en fait une fermeture inférieure. Cette propriété n’est pas critique pour la
correction de l'abstraction, mais seulement pour sa précision. Si nous suivions scrupu-
leusement ce qui a été présenté lors de la section 3.2.3.1, nous devrions remplacer chaque
opérateur abstrait ff € Env? — Env? par reduc? of? o reduc?. Cependant, nous pouvons
économiser certaines occurrences de reduct car les fonctions abstraites seront toujours
utilisées sur des éléments du domaine reduc(Env?). Certains opérateurs (comme LIf)
peuvent méme étre restreints a ce domaine (f* (reducﬂ(Envﬁ)) C reducﬁ(EnVﬂ)). Nous
pouvons dans ce cas nous dispenser d’utiliser reduc?. En ce qui concerne le développe-
ment de preuve en Coq, un tel opérateur est trés facile & utiliser puisque nous devons
juste prouver sa correction vis a vis de yYgny. Nous gagnons ainsi en précision pour notre
analyse, avec un faible sur-cotlit au niveau preuve. Il aurait en effet été beaucoup plus
lourd de raffiner chaque opérateur abstrait afin de le forcer a avoir une image dans
reduct (Env?).
Le dernier opérateur utilisé pour la définition de [[t]]lgest est

[[e]]lgxpre <Envﬁ X Numﬁ> — Envf

[e] lgxpr (pﬁ,nﬁ) calcule un raffinement de lenvironnement abstrait pﬁ, sachant que
Iexpression e s’évalue par la valeur numérique abstraite n! dans cet environnement.
[[e}]lgxpr est définie par induction sur e :

[n]Lipr (pf,mf) = {LﬁEHV ol const(n) Mgy, 1 = Lum
P sinon
[7lbpr (pF, ) = pf
DXlliepr (pF,mf) = reduct(pf[x — pf(x) Mk, nf)
[—ellipr (08, 1) = [elliepr (%, [-]TEp (nF))
le1 © ezl Lbxpr (0%,m%) = reduc ([er]Lbspr (0%, 1%) M, [e2lLéspr (0%, %))

avec (n},nb) = [O]L5 (n4, [e1]Thpr (09), [ealThxpr (1))

Un dernier opérateur numérique est pour cela nécessaire :

HQngpE (Nllmﬁ x Num? x Numﬁ) — (Numti X Numﬁ>
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[[@]]lgp (nﬁ,nﬁl , nﬁz) calcule un raffinement de deux valeurs numériques n% et nﬁz sachant

que le résultat de Popération binaire ® vaut nf sur elles.

Vnﬁ,nq,nﬁz € Num?,
(M1,12) [ M1 € Yaum (M), 12 € Yxum (1), (M[OTop M2) € Yrum(nF) |

- 'YNum(m% X '}/Num(mﬁz)

i
1

avec (mq,mﬁz) = [[@]]lgp (nﬁ,nﬁ,nﬁz)

La correction de [[e}]lgxpr est formalisée par

Vp! € Envf n! € Num®,
{ pe 'YEnv(pﬁ) BTL € [[e]]Tgxpr ﬁﬁ}/Num(nﬁ) } g 'YEnv([[e]]leﬁzxpr (pﬂ»nﬁ)

5.3.3 Signature des abstractions numériques

La construction des opérateurs précédents a fait apparaitre plusieurs pré-requis sur
I’abstraction numérique. Nous en déduisons U'interface Coq pour les modules des abs-
tractions numériques, présentée dans la figure 5.12.

Au final, les opérateurs abstraits sur les environnements sont regroupés dans un
foncteur de type

Module EnvNotRelational (AN : NumAbstraction) : EnvAbstraction.

c’est & dire, un foncteur prenant un module de type NumAbstraction en argument et
retournant un module de type EnvAbstraction en résultat.

5.3.4 Raffinement des tests par itération réductive

Nous proposons une deuxiéme implémentation de la signature Envabstraction. Le
treillis des environnements abstraits considéré est toujours le méme, mais nous ajoutons
un calcul de réduction itérative pour affiner 'information calculée sur les tests. Cette
technique a été introduite par Philippe Granger dans | |, et est présentée dans
lanalyseur de Patrick Cousot | |. Nous la reformulons ici, en nous concentrons
une nouvelle fois sur la correction sémantique de I'approche.

L’idée consiste & améliorer la précision de opérateur [t]|ie défini précédemment.
Si nous mettons la propriété vérifiee par [t]|g sous la forme suivante

Vp € Env,Vt € test, T € [tﬂlfest:>
Vp! € Env¥, p € Yy (p!) = p € YEne ([t1LE (p%)

il est alors facile de démontrer que

vn € N,Vp € Env,Vt € test, T € [t]Lf =
Vpﬁ (S Envﬁ, pe ’YEnv(pﬁ) = pe YEnv([[t]]lﬁ%(pﬁ))
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Module Type NumAbstraction.
Declare Module S : LatticeSolve.

Parameter gamma : S.Lat.t — Z — Prop.
Parameter gamma_monotone : V N1 N2 n,

S.Lat.order N1 N2 — gamma N1 n — gamma N2 n.
Parameter gamma_meet_morph : V N1 N2 n,

gamma N1 n — gamma N2 n — gamma (S.Lat.meet N1 N2) n.

Parameter BackTest : comp’ — S.Lat.t — S.Lat.t — S.Lat.txS.Lat.t.
Parameter BackTest_correct : V ¢ N1 N2 N1’ N2’ nl n2,

sem_comp’ ¢ nl n2 — gamma N1 nl — gamma N2 n2 —

BackTest ¢ N1 N2 = (N1’,N2’) — gamma N1’ nl A gamma N2’ n2.
Parameter BackTest_monotone_fst

S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —

YV ¢ N1 N2 N1’ N2’, S.Lat.order N1 N1’ — S.Lat.order N2 N2’ —

S.Lat.order (fst (BackTest ¢ N1 N2)) (fst (BackTest ¢ N1’ N27)).
Parameter BackTest_monotone_snd

Parameter Minus : S.Lat.t — S.Lat.t.
Parameter Minus_correct : V N n, gamma N n — gamma (Minus N) (-n).
Parameter Minus_monotone

S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —

¥V N1 N2, S.Lat.order N1 N2 — S.Lat.order (Minus N1) (Minus N2).

Parameter SemOp : op — S.Lat.t — S.Lat.t — S.Lat.t.
Parameter SemOp_correct : V o N1 N2 nl n2 n,
gamma N1 nl — gamma N2 n2 —
sem_op o nl n2 n — gamma (SemOp o N1 N2) n.
Parameter SemOp_monotone
S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —
V o N1 N2 N1’ N2’, S.Lat.order N1 N1’ — S.Lat.order N2 N2’ —
S.Lat.order (SemOp o N1 N2) (SemOp o N1’ N27).

Parameter BackSemOp
op — S.Lat.t — S.Lat.t — S.Lat.t — S.Lat.txS.Lat.t.
Parameter BackSemOp_correct : V o N N1 N2 nl n2 n N1’ N2/,
gamma N1 nl — gamma N2 n2 — sem_op o nl n2 n — gamma N n —
BackSemOp o N N1 N2 = (N1’,N2’) — gamma N1’ nl /\ gamma N2’ n2.
Parameter BackSemOp_monotone_fst
S.termination_flag <> ACCELERATING_NOT_MONOTONE —
¥V o N1 N2 N1’ N2’ N N’, S.Lat.order N1 N1’ —
S.Lat.order N2 N2’ — S.Lat.order N N’ —
S.Lat.order (fst (BackSemOp o N N1 N2))
(fst (BackSemOp o N’ N1’ N27)).
Parameter BackSemOp_monotone_snd

Parameter const : Z — S.Lat.t.
Parameter const_correct : V n, gamma (const n) n.

Parameter top : S.Lat.t.
Parameter top_correct : V n, gamma top n.

Parameter bottom_empty : V n, — gamma S.Lat.bottom n.

End NumAbstraction.

F1a. 5.12 — Signature abstraite pour 'abstraction des valeurs numériques



112 Un interpréteur abstrait modulaire pour un langage While

oute 1teree de —— rournit alnsl une autre 1mplementation correcte de — n
Toute itérée de [t]|__ fournit ainsi tre implémentati te de [t]IL_ B

pratique, [[t]]lge? doit étre réductive pour étre utile, en terme de précision. Dans ce cas,

'

[t]LF est au moins aussi précise que [tl -

Vt € test,Vp? € Envt
{p1p€VEalp) et Te [t]1h }
C - C Ve ([[t]uﬁ{;q(pﬁ)) C - C YEnv ([[t]]ifest (pﬁJ)

En pratique, pour une valeur initiale p?, nous pouvons donc améliorer le résultat [[t]]itﬁest
(p!) en itérant It] ltﬁest. L’itération peut étre arrétée deés qu’un point fixe est atteint,
puisque plus aucune précision n’est alors a attendre des itérées suivantes. Si le treillis ne
vérifie pas la condition de chaine descendante, I'itération peut décroitre indéfiniment.
Un opérateur de rétrécissement peut alors étre utilisé pour assurer la convergence. Dans
notre implémentation, nous nous sommes contentés de borner le nombre d’itérations par
une constante, car a tout instant de l'itération, le résultat courant est une approximation
correcte.

Nous construisons ainsi un deuxiéme foncteur

Module EnvNotRelationalWithGuardReduction
(AN : NumAbstraction) : EnvAbstraction.

qui permet de construire une abstraction correcte des environnements de variable, &
partir d’une abstraction numérique correcte. Les opérateurs abstraits de ce module sont
au moins aussi précis que ceux proposés dans le module EnvNotRelational, mais les
itérations réductives effectuées peuvent les rendre plus cotiteuses en terme de calcul. La
section 5.5 présentera une illustration du gain de précision apporté.

5.4 Abstraction numérique

Il nous reste maintenant & proposer des implémentations pour la signature de module
NumAbstraction des abstractions numériques.

5.4.1 Abstraction par signe

La premiére implémentation que nous proposons abstrait les valeurs numériques
par leurs signes | |. Le diagramme de Hasse du treillis abstrait est présenté dans la
figure 5.13. La fonction de concrétisation yYnum : Numf — P(Z) associée a I'abstraction
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est définie par

YNum(L) = 0
YNum(—) = {z]z<0}
YNum(0) = {0}
YNum(+) = {z|z>0}
YNum(—0) = {z<0[}
YNum(+o) = {z=>0]}
YNum(T) = Z

T
VRN
-0 +o
/ \0/ \+
\_L/

Fic. 5.13 — Diagramme de Hasse de ’abstraction par signe

La construction de ce treillis en Coq est relativement simple. Le type de base est un
simple type énuméré. La plupart des preuves se font en examinant toutes les valeurs
possibles des éléments. Le langage de tactique de Coq permet d’écrire des scripts de
preuves indépendants du nombre d’éléments définis dans le type énuméré. Les preuves
deviennent ainsi suffisamment robustes pour pouvoir rajouter un élément dans le do-
maine abstrait et rejouer tous les scripts avec succés.

Le treillis vérifie la condition de chaine ascendante. Pour le prouver en terme d’ac-
cessibilité, il suffit de prouver que chaque élément du treillis est accessible. Un script de
preuve permet & nouveau de prouver ce résultat, indépendemment du nombre et de la
nature des éléments du domaine abstrait : pour chaque élément, on parcourt récursive-
ment toute la chaine des éléments plus grands. La preuve se termine & chaque fois sur
Paccessibilité de T, qui est triviale (pas d’élément strictement plus grand).

Les opérateurs abstraits du module suivent les régles des signes standards. Certains
opérateurs demandent une construction un peu fastidieuse en raison du grand nombre
de cas a distinguer. [[@]]lgp prend, par exemple, trois arguments. Si nous fixons la valeur
de son premier argument & +, il reste encore 7% cas!. Le tableau suivant présente ces
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différents cas?.
i
8 Bt ns
[©lop (+,my,m) | —7 — 0+ +o T
(L, 1) (L,L1) (L,1) (L,L) (L,L) (L,1) (L, 1)
- (L, L) (L1 (LD (=+) (L1 (L) (=4)
0 (L, 1) (L, 1) (L1 (©0,+) (L,L1) (©0,+)  (0,+)
nf + (L, L) (+-) (0 (++) (+—0 (++o) (+T)
—0 (L, 1) (L,1) (L,L) (=00) (L, L) (=0, +0) (—0,+)
+0 (L, L) (+-) (+0) (+o0,+) (+,—0) (+o,+0) (+0,T)
T (L, L) (+-) (0 (T,4) (+—0) (T,+0) (+o,0)

L’utilisation du filtrage (avec le joker _) permet de restreindre un peu le nombre de cas
lors de la définition de la fonction. Coq élimine cependant en interne tous les jokers des
filtrages. Les preuves manipulent alors la version exhaustive des filtrages. Une utilisation
avancée du systéme de tactique de Coq est de ce fait indispensable pour éviter des scripts
de preuves de longueur proportionnelle aux nombres de cas.

5.4.2 Abstraction par congruence

Une autre abstraction assez simple peut étre proposée : 'abstraction par congruence
[ |. L’abstraction par parité rencontrée lors du chapitre 3 en est un cas particulier.
Le module correspondant a cette abstraction est paramétré par un entier a strictement
positif®. Le diagramme de Hasse du treillis abstrait est présenté dans la figure 5.14. La
fonction de concrétisation Ynum : Numf — P(Z) associée a Pabstraction est définie par

YNumU—) @
YNum (1) {zlz=1imoda}, Vie{0,...,a—1}
YNum(T) Z

5.4.3 Abstraction par intervalle

La derniére abstraction numérique que nous proposons utilise les intervalles | .
Le domaine abstrait est celui des intervalles & coefficient dans Z = Z U {—o0, +00}. L
désigne l'intervalle vide.

def

Int =< {[a,b]|a,beZ, a<bjull]
L’ordre considéré correspond a l'inclusion ensembliste.

I, VI € Int
[c,d & c<aetb<d

L Elnt

[(1, b] Elnt

2Pour les arguments nj]i =+o et nﬁz = 0 le résultat (+,0) de [@]]iﬁop (+,n§,ng) s’'interpréte par « si

la somme d’un entier positif ou nul et d’un entier nul est un entier strictement positif, alors le premier
entier est strictement positif ».

3Pour respecter les contraintes du systéme de module de Coq et de Caml, cet entier est encapsulé
dans un module
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//\\
\\//

Fi1G. 5.14 — Diagramme de Hasse de ’abstraction par congruence, paramétrée par a > 0

L’union et I'intersection utilise les opérateur de mininum et de maximum binaire sur Z,
étendus a Z.

Il—llnt 1l = 1 Utnt I= I, VI € Int
[a,b] U [c,d] = [min(a,c), max(b,d)]
IMmlLt = LMy I=1, VIelnt
[a,b] My o, d] = { Enax(a,c),min(b,d)] s% max(a,c) < min(b, d)
sinon

La fonction de concrétisation envoie chaque intervalle vers I’ensemble des entiers qu’il
contient.

VInt(J—) = @
Ymt(la,bl) = {z€Z|a<zetz<b}

Nous listons maintenant les différents opérateurs abstraits implémentés sur ce domaine.
Toutes ces fonctions renvoient L si I'un de leurs arguments vaut L, nous ne considérons
donc que les intervalles de la forme [a,b]. Nous utiliserons parfois la fonction p €
(Z x Z) — Int définie par

~ [ [a,b] sia<h,
pla,b) = { 1 sinon

pour s’assurer que les intervalles calculés sont cohérents.
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[-11%, ([a, b))
[+]15, ([a,b], [c, d], [e, 1)

[-1L5, ([a,b), e, ], [e, )

[a+c,b+d]
[a—d,b—c]
[min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

[~b, —a]

(p(max(c,a — f), min(d,b —e)),
p(max(e,a — d),min(f,b —¢)))

(p(max(c,a+ e), min(d, b + f)),

p(max(e,c —b),min(f,d — a)))

[<1L5, 1, lc,d], [e, 1) (e, dl, [e, f])
[[ ﬂleomp v C» ]) - ( a, b |_|Int [C d] [a»b] Mnt [C)d])
[[<H~Lcomp ]) [C) ]) = ( a, b |_|Int [ oo, d— ]]) [(1+ ])+OO] |_|Int [C) d])
comst(n)ﬁ = [n,n]
T = [—o00,+00]

Ce treillis ne vérifie pas la condition de chaine ascendante : la suite infinie

1,00,0,[-1,1],...,[-n,n],...

est strictement croissante. Nous utilisons par conséquent des opérateurs d’élargisse-
ment /rétrécissement pour forcer la convergence des itérations de points fixes. Notre
développement Coq utilise les opérateurs traditionnels d’élargissement /rétrécissement.

1vI = IvLl =1,VIe Numf
la,b]Vvic,d] = [sia<calorsasinon — oo,

si d < b alors b sinon + oo} Ya,b,c,d € Z

1Al = IAL=1,VI € Num®
la,b]Alc,d] = [si a=—o0 alors c sinon a,

si b = 400 alors d sinon b] Va,b,c,d € Z

5.5 Extraction

Au final, plusieurs interpréteurs abstraits certifiés peuvent étre extraits, en combi-
nant les modules et les foncteurs précédemment présentés. Ainsi, nous pouvons construire
un interpréteur abstrait a base d’intervalles avec le module suivant :
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Module IntervalAnalysis.

Module E := EnvNotRelational IntervalAbstraction.
Module S := StatelLift E.

Definition solve : V P,
{ St:S.S.Lat.t | (ReachableStates P) <=< (S.gamma P St) } := S.solve.

End IntervalAnalysis.

L’extraction de ’ensemble des modules produit un fichier de 6000 lignes de code
Caml. Le tableau suivant indique la répartition du nombre de lignes de code en fonction
du role joué dans l'analyse.

sujet nombres de lignes Caml ‘ nombres de lignes Coq ‘
points fixes 400 2000
signes 1900 1300
congruences 300 900
intervalles 1000 3000
manipulation des tableaux 800 2500
environnements 300 1000
itérations chaotiques 150 500
divers 850 2600
analyseur principal 300 1200
total 6000 15000

L’abstraction des signes prend a elle seule 1900 lignes car le code extrait contient des
filtrages exhaustifs.

Le code extrait est inséré dans un programme Caml proposant un parseur de pro-
gramme WHILE et un enlumineur syntaxique (pretty-printer) de valeurs abstraites. Voici
quelques exemples d’utilisation de cet analyseur. Le programme peut étre téléchargé et
testé [Whil.

Améliorations apportées grace aux itérations réductives Un premier exemple
va nous permettre de présenter ’apport de la technique d’itération réductive.



118 Un interpréteur abstrait modulaire pour un langage While

% ./while -num sign PROG/pl2.c % ./while —-num sign
sign analysis -reduction PROG/pl2.c
// I = top J = top sign analysis with guard reduction
J = 72; // I = top J = top
// I = top J = top J = ?;
I = -5; // 1 = top J = top
// I = top J = top I = -5;
while (I * J < 0 and I <= 0) { // I = top J = top
// I ={-,0} J = top while (I * J < 0 and I <= 0) {
I =1+ 1; // I = - J = +
// I = top J = top I =1+ 1;
}i // I = top J = +
// I = top J = top }i
// I = top J = top

Dans l'exemple de gauche, nous n’utilisons pas cette technique. Trés peu d’infor-
mation est alors générée aprés le test de la boucle while. Dans 'exemple de droite
I’itération permet de raffiner & la fois I'invariant sur 1 et sur J.

Comparaison de précision entre signes et intervalles Meéme lorsque les inva-
riants calculés avec des intervalles sont directement représentables par l’abstraction
des signes, I’analyse par intervalle peut donner une information plus précise. Dans cet
exemple, les intervalles démontrent que la valeur finale de v est O, alors que les signes en
sont incapables. L’imprécision de ’analyse par signe provient d’une approximation non
optimale de 'affectation x = x+1. Pour analyser plus finement cet exemple, il faudrait
ajouter une abstraction de l'opérateur successeur dans nos abstractions numériques.
Contrairement & I'analyse par signe, 'analyse par intervalle est capable de traiter tous
les programmes similaires & celui de cet exemple, ot 0 est remplacé par une constante
quelconque.



Extraction

% ./while -num interval /PROG/p2.c

interval analysis

// Y = [-00,+00]
X =7?;

// Y = [-o00,+00]
if X < 0 {

// Y = [-00,+00]

while X < 0 {

// Y = [-00,+00]

X=X+ 1;

// Y = [-00,+00]

// = [-00, +00]
Y = X;
//Y:[OI
} else {
// Y = [-00,+00]
Y = 0;
//Y:[Or
bi
//Y:[OI

X

X

= [-

= [_

= [-

= [-

[7

00, +00]

00, +00]

oo, 0 ]

oo, -—1]

oo, 0 ]

0, 0]

0, 0]

0 ,+o00]

0 ,+o00]

0 ,+o00]
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% ./while —num sign PROG/p2.c
sign analysis
// Y = top X = top
X = ?;
// Y = top X = top
if X < 0 {
// Y = top X = top
while X < 0 {
// Y = top X = -
X=X+ 1;
// Y = top X = top
}i
// Y = top X = {+,0}
Y = X;
// Y = {+,0} X = {+,0}
} else {
// Y = top X = {+,0}
Y = 0;
// Y = 0 X = {+,0}
}i
// Y = {+,0} X = {+,0}

Comparaison des techniques d’itération avec élargissement /rétrécissement

)

interval analysis

// J = [-00,+00]
I = 2;
// J = [-o0,+00]
J = 0;
// I3 =10, 19]
while I + J < 21
// 3 =10, 18]
if 9 < I {
// 3 =10, 18]
I =1+ 4;
// 3 =10, 18]
} else {
// 3 =10, 18]
I =1+ 2;
// 3 =10, 18]
J=J+ 1;
// 3 =11, 19]
}i
// 3 =120, 19]
}i
// 3 =10, 19]

I

% ./while —-num interval PROG/pl.c

[-oo,

[ 10,

[ 14,

+00]

21

24]

201

201

24]

9 1

11]

11]

24]

24]

o

% ./while -num interval
-naive PROG/pl.c
naive solver with interval analysis

// J = [-00,+00] I = [-00,+00]
I =2;
// J = [-00o,+00] I =12, 2]
J = 0;
// J = [-00, 19] I = [ 2 ,+00]
while I + J < 21 {
// J = [-oo0, 18] I =1[ 2 ,+00]
if 9 < I {
// J = [-o0, 18] I = [ 10,+o00]
I =1+ 4;
// J = [-o0, 18] I = [ 14,+00]
} else {
// J = [-oo0, 18] I =112, 9]
I =1+ 2;
// J = [-oo, 18] I =14, 11]
J=J + 1;
// J = [-00, 19] I =14, 11]
bi
// J = [-oo0, 19] I =1[ 4 ,+00]

}i
// J = [-o00, 19] I = [ 2 ,+00]
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Cet exemple illustre les possibilités de l'itération chaotique. A gauche, 'itération
chaotique présentée dans le chapitre précédent calcule des intervalles bornés lorsque
c’est possible, alors que litération sans restriction sur les points d’élargissement (&
droite) génére plusieurs intervalles non-bornés.

L’itération chaotique peut néanmoins étre trop imprécise sur certains programines.

% ./while —num interval PROG/plO.c % ./while —num interval
interval analysis —-extern widen ./PROG/pl0.c
// k = [-00,+00] 1 = [-00,+00] external solver with widening/narrowing
i=20; Valid post-fix point !
// k = [-o00,+00] i =10, 0] // k = [-00,+00] 1 = [-00,+00]
k = 0; i = 0;
// k = [ 0 ,+00] i=1[10, 10] // k = [-00,+00] i=10, 0]
while k < 10 { k = 0;
// k=0, 91 1i=10, 10] // k=110, 10] i = 1[0, 10]
i = 0; while k < 10 {
// k=120 ,+tc0o] 1= 10, 10] // k=10, 91 i=10, 10]
while i < 10 { i = 0;
// k=0 ,+o0] 1 =10, 9] // k=10, 9] 1i1i=1[0, 10]
i=1+ 1; while i < 10 {
// k=10 ,+o0] i =11, 10] // k=10, 91 i=10, 9]
}i i=1+ 1;
// k=10 ,+o0] i = [ 10, 10] // k=10, 91 i=11, 10]
k = k + 1; Vi
// k = [ 1 ,+00] i =110, 10] // k=120, 9] i =110, 10]
}s; k =%k + 1;
// k = [ 10,+00] i = [ 0, 10] // k=11, 10] i = [ 10, 10]
bi
// k=110, 10] i =10, 10]

Dans cet exemple, l'itération chaotique certifiée ne permet pas de détecter que k reste
borné (exemple de gauche). Cette perte de précision est due a la stratégie itérative que
nous adoptons dans notre itérateur chaotique. Une meilleur précision peut généralement
étre obtenue en itérant en priorité les équations des boucles les plus imbriquées. Nous
proposons un solveur® externe (non certifi¢) capable de trouver les plus petits intervalles
pour k. Son résultat est cependant validé par le vérificateur de post-point fixe certifié.

5.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre le premier analyseur certifié de ce manuscrit.
Grace au caractére modulaire de notre développement, c¢’est en fait plusieurs analyseurs
qui sont ici certifiés. La théorie de 'interprétation abstraite est en effet d'une grande aide
pour proposer des interfaces génériques entre les différents composants d’une analyse’.

4Ce solveur utilise la structure des programmes WHILE en suivant une sémantique plus dénota-
tionnelle des programmes. Chaque boucle while fait appel & une résolution de post-point fixe. Cette
technique d’itération est présentée dans [ | et utilisée dans | |-

SL’interface des environnements de variables est par exemple compatible avec la plupart des abs-
tractions relationnelles existantes [ , |
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Les algorithmes utilisés dans cet analyseur sont ceux proposés dans | |. Les
preuves ont néanmoins été revues pour se concentrer uniquement sur la correction sé-
mantique, et non sur la précision. L'opérateur de réduction reduc? n’apparaissait pas
distinctement dans | |, chaque opérateur abstrait étant optimisé spécifiquement.
Il semble beaucoup plus économique en terme de preuve de recourir & un opérateur
générique comme reduc! pour améliorer la précision de certains opérateurs abstraits.

Le cadre que nous avons choisi pour développer des interpréteurs abstraits montre
ainsi sa capacité a produire de véritables analyseurs certifiés. Une partie difficile du
développement réside dans 'utilisation du foncteur ArrayBinSolve pour construire le
treillis des fonctions. Il s’agit d’une construction particulierement délicate en raison
des preuves de terminaison nécessaires et du soin qu’il faut apporter aux structures de
données employées®. La construction de ce foncteur sera présentée dans le chapitre 6.

Le langage WHILE est un parfait « terrain de jeu » pour l'interprétation abstraite
numeérique. Il reste cependant assez éloigné d’un langage réaliste. Nous aborderons, dans
le chapitre 8, ’analyse d’un langage plus réaliste comme le bytecode Java. Les techniques
d’analyse que nous avons utilisées sont cependant non-triviales et n’avaient jamais fait
I'objet de certification formelle jusqu’a présent.

1l nous apparait important d’insister sur la conception modulaire de cette analyse.
Du point de vue de programmation, la réutilisation de composants logiciels est appré-
ciable. Du point de vue de la preuve formelle, elle devient indispensable pour pouvoir
gérer de gros projets comme le notre. Sans modularité, un petit changement dans un
algorithme peut avoir des répercussions sur plusieurs milliers de lignes de preuves. Les
interfaces de module font ainsi office de portes « coupe-feu ». Nous verrons dans le cha-
pitre 7 que le découpage modulaire d’une preuve de correction sémantique d’une analyse
n’est pas toujours aussi évident, par exemple pour 'analyse des langages a objet. Nous
proposerons alors des techniques spécifiques pour, malgré tout, découper suffisamment
la preuve de correction.

5Le choix des structures de données prendra vraiment de I'importance lorsque nous aborderons
Pefficacité des analyseurs extraits sur des plus gros programmes que les programmes WHILE.
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Chapitre 6

Composition constructive de treillis

Les analyseurs statiques certifiés que nous développons dans nos travaux reposent
sur une structure de treillis. Dans le chapitre 4, nous avons présenté certains critéres
permettant de calculer (ou d’approcher) des points fixes de fonctions sur ces treillis. Ces
critéres assurent principalement la terminaison des algorithmes employés.

Nous allons maintenant présenter une technique modulaire pour construire des
treillis en Coq, chaque treillis vérifiant un critére de terminaison de calcul itératif de
point fixe. L’idée consiste & proposer une librairie de foncteurs de treillis qui permettra
de construire des treillis arbitrairement complexes par simple composition de ces fonc-
teurs sur des treillis de base. Les structures ainsi construites posséderont des preuves
de terminaison trés difficiles & obtenir sans un tel découpage modulaire.

Les preuves de terminaison sont généralement une partie trés délicate dans un dé-
veloppement formel. L’utilisation de la notion d’accessibilité pour définir les critéres
de terminaison rend cette tiche encore plus ardue car les propriétés & prouver sont
alors peu intuitives. Plusieurs travaux récents présentent des techniques pour définir
des fonctions récursives générales en théorie des types | , |, mais ils donnent
rarement des outils ou des méthodes pour construire des preuves d’accessibilité. Les
résultats connus sur le prédicat d’accessibilité sont principalement réunis dans les tra-
vaux de Paulson | |. Ce chapitre décrit les preuves les plus difficiles de notre travail
de thése. Il a notamment été nécessaire de prouver un nouveau résultat général sur le
prédicat d’accessibilité.

Nous allons dans un premier temps présenter une sélection des différents foncteurs de
treillis que nous proposons dans notre bibliothéque. Les sections 6.2 et 6.3 présenteront
ensuite les preuves de terminaison que nous avons da établir.

6.1 Différents foncteurs de treillis

Nous allons maintenant présenter les différentes combinaisons de treillis que nous
proposons dans notre librairie. Les différents résultats mathématiques utilisés dans cette
section admettent des preuves assez simples que nous ne préciserons pas.

123
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6.1.1 Produit de treillis

Le premiére combinaison de base permet de former le produit de deux treillis. Le
résultat mathématique suivant nous assure en effet qu’une structure de treillis peut étre
prise sur le produit des deux domaines, grace & 'ordre composante par composante.

Théoréme 6.1.1. Si (A, Ca,Ua,MA) et (B, Cg, Ug, M) sont deux treillis alors le qua-
druplet (A x B, EaxB, UaxB,NaxB) défini par

(a1,b1) Caxp (az,b2) < a1Caaz A biCghbs
(a1,b1) Uaxs (az,b2) = (ajUa az,bilgby)

(a1,b1) Maxs (az,b2) = (ajMaaz,biMgby)

est un treillis.

S1, de plus, (A, Ca,Ua,Ma) admet un plus petit élément L et (B,Cg,Ug,Mg) ad-
met un plus petit élément Lg, alors (A X B,CaxB, UaxB, MaxB) admet pour plus petit
élément J—A><B = (J_A, J—B)-

Ces résultats mathématiques se traduisent en Coq a 'aide d’un foncteur de module.
Etant donnés deux modules 1.1 et L2 vérifiant une signature de treillis (signature pré-
sentée dans la section 4.2.3), ProdLattice construit un module de type Lattice dont
le domaine de base est le produit des deux domaines de base de 1.1 et 1.2 et dont les
différents composants suivent les définitions du théoréme 6.1.1. L’entéte du foncteur est
ainsi définie par

Module ProdLattice (Ll:Lattice) (L2:Lattice) <: Lattice

with Definition t := Ll1.t * L2.t
with Definition eq := fun (x y : Ll.t ~ L2.t) =
Ll.eq (fst x) (fst y) A L2.eq (snd x) (snd y)
with Definition order := fun (x y : Ll.t % L2.t) =
Ll.order (fst x) (fst y) A L2.order (snd x) (snd y)
with Definition join := fun x y =
(L1.join (fst x) (fst y),L2.join (snd x) (snd vy))
with Definition meet := fun x y =
(Ll.meet (fst x) (fst y),L2.meet (snd x) (snd y))
with Definition bottom := (Ll.bottom,L2.bottom).

La notation <: Lattice impose que le module construit vérifie une signature de
treillis. Les définitions données avec le mot clé with permettent de préciser les définitions
choisies dans le module. Seuls les objets de type preuve ont une valeur non précisée.

La programmation Coq des différents éléments de ProdLattice est ensuite aisée.

6.1.2 Somme paralléle disjointe de treillis-partiels

Si (A,CA) et (B,Cg) sont deux ensembles partiellement ordonnés, il est possible de
munir la somme disjointe A + B d’un ordre partiel comparant uniquement les éléments
de méme type (voir figure 6.1).
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Lemme 6.1. (Poset somme paralléle) Etant donnés deur ensembles partiellement
ordonnés (A,CA) et (Bg,Cg), le doublet (A + B,Cayp) défini par

Catg=1(ar,az) | a1 Ca axjU{(by,b2) | by Cp by}

est un ensemble partiellement ordonné.

H®

FiG. 6.1 — Poset somme paralléle

Cette combinaison ne conserve pas la structure de treillis. Il n’existe, par exemple,
pas de borne supérieure pour un doublet de la forme (a,b) avec a € A et b € B. Nous
proposons par conséquent un foncteur de la forme

Module SumPartiallattice (L1 L2:Partiallattice) <: Partiallattice

oll Partiallattice est une signature de treillis partiel dans laquelle les opérateurs
binaires LI et 1 ne sont pas définies sur les éléments incomparables (voir figure 6.2).

Le passage entre treillis partiel et treillis standard s’effectue a ’aide de deux fonc-
teurs. Le premier transforme un treillis standard en un treillis partiel en gardant le
méme domaine de base et le méme ordre.

Module Partiallattice_of_ Lattice (L:Lattice) <: Partiallattice
with Definition t := L.t

with Definition eg := L.eq

with Definition order := L.order

with Definition join := fun x y = Some (L.join x vy)
with Definition meet := fun x y = Some (L.meet x V).

End Partiallattice_of_ Lattice.

Le second foncteur transforme un treillis partiel en un treillis standard en ajoutant deux
éléments T et L au domaine de base.

Module Lattice_of_Partiallattice (L:Partiallattice) <: Lattice
with Definition t := lift_top_bot.t L.t
with

End Lattice_of PartiallLattice.
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Module Type PartiallLattice.
Parameter t : Set.

Parameter eq : t — t — Prop.

Parameter eqg refl : V x t, eq x X.

Parameter egq_sym : V x y : t, e X y — eq Vy X.

Parameter eq trans : Vxy z : t, eqxy — eqy z — eq X Z.
Parameter eg dec : V x y : t, {eq x y}+{— eq x y}.

Parameter order : t — t — Prop.
Parameter order_refl : V x y : t, eq x y — order x y.
Parameter order_antisym : V x y : t,
order x y — order y x — eq X V.
Parameter order_trans : V x y z : t,
order x vy — order y z — order x z.
Parameter order_dec : V x y : t, {order x y}+{— order x y}.

Parameter join : t — t — option t.
Parameter join_boundl : V x y j : t,
join x y = Some j — order x Jj.
Parameter join_bound2 : V x vy j : t,
join x y = Some j — order y Jj.
Parameter join_least_upper_bound : V x y z : t,

order x z — order y z —
3 j, join x y = Some j A order j z.

Parameter meet : t — t — option t.
Parameter meet_boundl : V x y m : t,
meet x y = Some m — order m X.
Parameter meet_bound2 : V x y m : t,
meet x y = Some m — order m y.
Parameter meet_greatest_lower_bound : V x y z : t,
order z x — order z y —
d m, meet x y = Some m /A order z m.

End PartiallLattice.

F1G. 6.2 — Signature des treillis partiels en Coq
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6.1.3 Treillis des fonctions

Nous allons maintenant aborder une construction trés importante : les fonctions.
Beaucoup d’analyses reposent en effet sur un treillis de fonction. La technique de par-
titionnement de la section 3.2.3.3 est par exemple indispensable pour pouvoir attacher
des informations a chaque point de programme et elle repose sur un treillis de fonctions.

6.1.3.1 Implémentation des fonctions

L’implémentation des fonctions est un point crucial pour lefficacité du code ex-
trait. Nous proposons par conséquent de séparer la structure de données choisie pour
implémenter les fonctions de la construction de la structure de treillis.

Une signature de module pour décrire les implémentations de fonctions.
Une implémentation de fonction est décrite par une signature Func_FiniteSet_Lattice
(voir figure 6.3). Cette signature contient un module A respectant la signature FiniteSet
(associé au domaine des fonctions). Nous reviendrons plus en détail sur cette signature
dans la sous-section 6.2.3.1. Nous pouvons nous contenter de considérer un module
de ce type comme un ensemble fini (modélisé par un type A.t) muni d’une relation
d’équivalence a.eq. Le module B représente le treillis associé au codomaine des fonctions.
Le type t est le type de la structure de donnée abstraite utilisée pour représenter des
fonctions. La fonction get permet d’accéder a la fonction (élément de a.t—B.t) associée
A un élément de type t : si F:t est une représentation de fonction, si a:A.t un élément du
domaine, (get F a) représente 'image associée, de type B.t. Grace & cette fonction get,
on peut définir ’équivalence eq et 'ordre partiel order associés'. Aucune preuve que ces
relations forment des relations d’équivalence (respectivement d’ordres partiels) valides
n’est requise, car il s’agit de conséquences directes de leurs définitions. Ces propriétés
pourront donc étre établies pour toute implémentation. Trois propriétés nécessitent
cependant une preuve spécifique & chaque implémentation :

— la propriété eq refl qui revient a imposer que les résultats de get respectent la

relation d’équivalence A.eq prise sur A.t,
— eqg_dec et order_dec sont des implémentations des tests d’équivalence et d’ordre
sur les structures de type t.

Etant donné un opérateur binaire £ : B.t — B.t — B.t sur le codomaine B, les
opérateurs map2 et map2’ permettent de construire une nouvelle fonction & partir de deux
autres fonctions t1 et t2. La fonction ainsi construite est équivalente a Ax.£(t1(x), t2(x)).
Les différences entre map2 et map2’ seront précisées dans la section suivante.

Deux implémentations distinctes. Une telle construction a ’avantage de laisser
libre 'implémentation choisie pour les fonctions. Notre bibliothéque propose ainsi le
choix entre deux types d’implémentations :

!Nous utilisons pour cela une particularité du systéme de module de Coq : pouvoir placer des
définitions dans la signature de modules.
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Module Type Func_FiniteSet_Lattice.

Declare Module A : FiniteSet.
Declare Module B : Lattice.

Parameter t : Set.
Parameter get : t — A.t — B.t.

Definition eq : t — t — Prop := fun fl f2 =
V al a2 : A.t, A.eq al a2 — B.eqg (get fl al) (get f2 a2).

Parameter eq refl : V x : t, eq x Xx.
Parameter egq dec : V x y : t, {eq x y}+{— eq x v}.

Definition order : t — t — Prop := fun fl f2 =
V al a2 : A.t, A.eq al a2 — B.order (get fl al) (get f2 a2).

Parameter order_dec : V x y : t, {order x y}+{— order x y}.

Parameter map2 : (B.t — B.t — B.t) — t = t — t
Parameter get_map2 : V (f : B.t — B.t — B.t),

(V x : B.t, B.eq x (f B.bottom x)) —

(V x : B.t, B.eq x (f x B.bottom)) —

V (£l £t2 : t) (a : A.t),
B.eg (get (map2 f tl t2) a) (f (get tl a) (get t2 a)).

Parameter map2’ : (B.t — B.t — B.t) — t — t — t.
Parameter get_map2’ : V (f : B.t —» B.t — B.t),
(V x : B.t, B.eq B.bottom (f B.bottom x)) —
(V x : B.t, B.eq B.bottom (f x B.bottom)) —
V (£l £t2 : t) (a : A.t),
B.eq (get (map2’ f tl1 t2) a) (£ (get tl a) (get t2 a)).

Parameter bottom : t.
Parameter bottom_eq bottom : V a, B.eq (get bottom a) B.bottom.

End Func_FiniteSet_Lattice.

Fia. 6.3 — Signature des implémentations de fonctions en Coq
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— la premiére implémentation est spécifique aux fonctions dont le domaine est de
type Word (les entiers binaires bornés, présentés dans la section 5.1). Nous utili-
sons pour cela un stockage dans un arbre, en utilisant un entier binaire (de type
positive) pour représenter sa position (technique présentée dans le chapitre 2).

— la deuxiéme construction permet de prendre comme domaine n’importe quel en-
semble fini (éventuellement construit & ’aide des foncteurs présentés précédem-
ment). Elle est basée sur une implémentation abstraite des maps de Caml. Nous
proposons actuellement une implémentation sous forme de liste triée, en réutili-
sant les travaux de Filliatre et Letouzey | | sur les ensembles finis. Nous avons
aussi entrepris une implémentation plus efficace sous forme d’arbre équilibré (les
AVL utilisés dans | |), inachevée a I'heure actuelle.

6.1.3.2 Construction du treillis de fonction

La construction d’un treillis de fonction est ensuite réalisée par un foncteur prenant
en argument une implémentation des fonctions.
Module Funclattice (F : Func_FiniteSet_Lattice) <: Lattice
with Definition t := F.t
with Definition eq := F.eq
with Definition order := F.order.

La définition des opérateurs join et meet utilise les opérateurs map2 et map2’ de
I'interface Func_FiniteSet_Lattice. map2 et map2’ différent par leur traitement de la
valeur L. Celle-ci jouant un role particulier dans nos implémentations de fonctions, il est
intéressant de pouvoir tenir compte du comportement d’un opérateur binaire f vis a vis
de L pour optimiser la fonction calculée par map,(f). Dans le cas de 'implémentation
par arbres binaires et clés binaires, toute feuille représente la fonction valant 1 pour
toute clé. Selon que f est stricte (f(L,x) = f(x, L) = L) ou absorbante (f(L,x) =
f(x, L) = x) vis a vis de L, le calcul de map,(f) peut étre simplifié lorsqu’une feuille
est atteinte. La figure 6.4 présente un exemple du traitement spécifique a apporter dans
chaque cas.

a c 17 <)d si f est absorbante
/NN AWA
=y 0

mapy(f) | R 0,0 4
B VA @/\@

o0

0 0 si f est stricte

F1G. 6.4 — map,(f) selon que f soit stricte ou absorbante
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6.1.4 D’autres foncteurs

Nous avons présenté plusieurs foncteurs : le produit et la somme disjointe de treillis,
ainsi que les treillis de fonctions. D’autres foncteurs sont actuellement proposés dans
notre librairie de foncteurs : la somme étagée de deux treillis (voir figure 6.5(a)) et le
treillis des listes a valeurs dans un treillis (seules les listes de méme taille sont com-
parables, voir figure 6.5(b)). Ces foncteurs ne sont pas détaillés davantage car leurs
constructions sont similaires & celles des foncteurs précédents.

/\\
| \//

Fic. 6.5 — Le treillis de la somme étagée et le treillis des listes

(a)

6.1.5 Construction de treillis par injection dans un autre treillis

Les différents foncteurs précédents permettent de construire des treillis (ou des fonc-
teurs de treillis) complexes par simple composition de foncteurs. Les structures mathé-
matiques sont alors valides d’aprés leur type, mais du point de vue de la programmation,
les structures de données et les fonctions utilisées peuvent étre peu élégantes, voir ineffi-
caces. L’utilisation du foncteur de produit binaire de treillis peut par exemple étre itérée
pour construire le produit n-aire de treillis, avec n une constante entiére. Le domaine
sous jacent sera néanmoins de la forme - x (- X -+ (- X +)), ce qui n’est pas particuliére-
ment satisfaisant. Nous proposons de reprogrammer ces treillis, tout en conservant leur
preuve de validité.

Une nouvelle implémentation d’un treillis est représentée par un module respectant
la signature NewImplemLattice présentée dans la figure 6.6. Un tel module contient un
treillis . que 'on souhaite reprogrammer. Le type sur lequel la nouvelle structure de
treillis reposera est désigné par t. Les relations binaires eq et order sont définies avec
leurs tests de décision eq_dec et order_dec. Les hypothéses order_eql et order_eq2
assurent que eq est bien la relation d’équivalence associée a order. Les preuves néces-
saires pour la construction d'un treillis sur t et order sont obtenues grace & l'injection
i prise entre t et L.t. Nous imposons en effet que la relation order soit équivalente &
L.order (& injection prés). L’ensemble représenté par t est ainsi isomorphe (pour 'ordre
L.order) & un sous-treillis de .

Il est important de remarquer que la construction d’un tel module demande trés peu
de preuves. Les seules preuves nécessaires concernent l'injection i et la commutativité
des anciens opérateurs avec les nouveaux.
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Module Type NewImplemLattice.
Declare Module L : Lattice.
Parameter t : Set.

Parameter eq : t — t — Prop.

Parameter eg dec : V x y : t, {eq x yv}+{— eq x y}.

Parameter order : t — t — Prop.
Parameter order_eql : V x y : t,
eq x y — order x y /\ order y x.

Parameter

order x y — order y x — eq X V.
Parameter order_dec : V x y : t, {order x y}+{— order x v}.
Parameter join : t — t — t.
Parameter meet t - t — t.
Parameter i : t — L.t.
Parameter i_order_preserve : V x YV
order x vy — L.order (i x) (i y).
Parameter inv_i_order_preserve : V x vy,
L.order (i x) (i y) — order x y.
Parameter join_commut : V x y,
L.eq (i (join x y)) (L.join (i x) (1 y)).
Parameter meet_commut : V x vy,
L.eq (1 (meet x y)) (L.meet (i x) (1 vy)).
Parameter bottom : t.
Parameter bottom_is_bottom : L.eqg L.bottom (i bottom).

order_eq2 : V x vy : t,

End NewImplemLattice.

Fia. 6.6 — Signature des nouvelles implémentations de treillis

131
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Un foncteur permet ensuite de construire un treillis & partir d’'une nouvelle implé-
mentation quelconque :

Module Lattice_of_ NewImplemLattice (N:NewImplemLattice) <: Lattice
with Definition t := N.t

with Definition eg := N.eq

with Definition order := N.order
with Definition join := N. join
with Definition meet := N.meet
with Definition bottom := N.bottom.

End Lattice_of_NewImplemLattice.

Exemple 9. Etant donnés trois treillis 11, 1.2 et 13 nous pouvons définir le foncteur
qui construit le treillis de la somme disjointe de ces trois treillis, en ajoutant un plus
petit élément et un plus grand élément, comme le montre le diagramme de Hasse de la
figure 6.7. Un tel treillis peut étre rapidement construit par combinaison des précédents

T

INN
AN

L

FiG. 6.7 — Diagramme de Hasse de la somme disjointe de trois treillis

foncteurs :

Module I <: Lattice := Lattice of PartialLattice/(
SumPartialLattice (
SumPartialLattice (PartialLattice_of Lattice(L1),
PartialLattice of Lattice(L2)),
PartialLattice of_ Lattice(L3))).

Chagque treillis est transformé en treillis partiels. On construit ensuite la somme disjointe
des trois treillis partiels obtenus en composant deux fois le foncteur de somme disjointe
binaire. Le treillis partiel obtenu est ensutte complété avec des éléments L et T. La
structure de treillis souhaitée est ainsi obtenue. Le type de base construit n’est cependant
pas particuliérement agréable & utiliser pour programmer différentes fonctions abstraites,
puisqu’il est de la forme ((L; —H_z)—I—I_g)I. Notre technique de reprogrammation de treillis
permet d’implémenter le méme treillis en prenant un type de base de la forme
Inductive t : Set :=
bot : t

| inl : L1 — t
| in2 : L2 —
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| in3 : L3 — t
| top : t.

Le module de type NewImplemLattice nécessaire o cetlte construction est facilement
construit. L’injection utilisée dans ce module est dans ce cas particulier un isomor-
phisme.

6.2 Construction de treillis vérifiant la condition de chaine
ascendante

Nous allons maintenant nous intéresser & la condition de chaine ascendante qu’un
treillis peut vérifier. Pour chacun des foncteurs présentés dans la section précédente, nous
prouvons que si les treillis pris en argument vérifient la condition de chaine ascendante
alors le treillis construit la vérifie aussi. Ces preuves reposent sur des résultats généraux
du prédicat d’accessibilité que nous rappelons dans la section 6.2.1. Nous présenterons
ensuite deux de ces preuves, pour la construction, d’une part du produit de treillis, et
d’autre part du treillis de fonctions.

6.2.1 Résultats généraux sur le prédicat d’accessibilité

Le résultat de base concernant 1’accessibilité est bien entendu le principe d’induction
qui lui est attaché.

Lemme 6.2. (Principe d’induction bien fondé) Soit P une propriété sur un en-
semble A et < une relation sur A, si Vx € Accs, (VyeA, y<x = Ply)) = Px)
alors Vx € Acc<, P(x).

Les résultats suivants sont donnés par Paulson dans | | et présents dans la
bibliothéque standard de Coq.

Lemme 6.3. Pour toutes relations Ry, Ry sur un ensemble A, si Ry C Ry alors Accg, C
ACCR1 .

Lemme 6.4. Pour toute relation Rg sur un ensemble B, pour toute fonction f: A — B
avec A un ensemble, la relation Ra définie sur A par

Ra ={(a1,a2) | (f(a1),f(a2)) € Rg}
vérifie Accgy C Accg, .

Ces deux lemmes peuvent étre englobés par le résultat suivant, conséquence des
énoncés précédents.

Lemme 6.5. Pour toute relation Ra sur un ensemble A, Rg sur un ensemble B, pour
toute fonction f: A — B vérifiant

V(ar, az) € Ra, (f(ar),f(az2)) € Ry

onaVaeA, fla) € Accg, = a € Accy,.
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f est appelée fonction de mesure.

Lemme 6.6. Pour toute relation R sur un ensemble A, Accg = Accg+ avec RT la
fermeture transitive de R.

Lemme 6.7. (Produit lexicographique) Pour toutes relations Ra, Rp sur les en-
sembles respectifs A et B, si Ra et Rp sont bien fondées, alors le produit lexicographique
R¥* défini par

R ={((a1,b1),(az,b2)) | (a1,a2) € RA V (a1 =az A(by,bs) € Rp)}
est bien fondé lui aussi.

Ce résultat peut étre quelque peu généralisé en remplacant a; = ay par a; = ay avec
= une relation d’équivalence compatible a droite avec Ra (Vaj,az,a3 € A, (a1,az) €
RaAay =a3= (aj,a3) €R).

6.2.2 Produit de treillis vérifiant la condition de chaine ascendante

La condition de chaine ascendante ne concerne que le poset sous-jacent a un treillis.
Nous nous concentrons donc sur cette structure. Nous prenons des posets munis d’'une
relation d’équivalence = pour laquelle 'ordre du poset est antisymétrique, comme dans
nos définitions Coq des treillis. L’utilisation d’une relation d’équivalence demande parfois
d’étendre les résultats de la librairie standard lorsque ceux-ci utilisent 1’égalité standard.

Lemme 6.8. Etant donnés deuz posets (A, =a,Ca) et (B,=g,Cg), s Ja et Jg sont
bien fondées, alors Jaxp est bien fondée.

Preuve : la preuve repose sur les résultats standards donnés en section 6.2.1. Il suffit
en effet de remarquer que Jaxp est une sous-relation de l'ordre lexicographique entre
Ja et Op (en prenant =A comme relation d’équivalence sur A) :

Yaj,a; € A, Vb, by € B,
(a1,b1) Jaxs (az,b2) = a1 Jaaz V(a; =a ax/Aby dg by)

Nous pouvons alors conclure a 'aide des lemmes 6.3 et 6.7. Il

6.2.3 Treillis de fonction et condition de chaine ascendante

Dans cette partie, nous établissons que si le treillis B d’une implémentation de fonc-
tion de type Func_FiniteSet_Lattice vérifie la condition de chaine ascendante, alors le
treillis de fonction construit par le foncteur Funcrattice vérifie lui aussi la condition de
chaine ascendante. L’hypothése faite sur le domaine a.t des fonctions est ici indispen-
sable. Si a.t n’était pas fini, nous pourrions en effet construire une chaine strictement
croissante infinie.
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Exemple 10. Considérons les fonctions de N — {1, T} et la suite (fn), oy définie par

1 six<n
vn,x € N, fu(x) :{ T sinon

Cette suite est strictement croissante.

Nous allons présenter dans un premier temps la signature Finiteset et les foncteurs
qui permettent de construire des ensembles finis. Nous aborderons ensuite la preuve de
condition de chaine ascendante.

6.2.3.1 Les ensembles finis

Module Type FiniteSet.
Parameter t : Set.

Parameter eqg : t — t — Prop.

Parameter eq refl : V x : t, eq x X.

Parameter egq sym : V x y : t, e x y — eq y X.

Parameter eq trans : Vxy z : t, eqxy — eqy z — eq X z.
Parameter eg dec : V x y : t, {eq x yv}+{— eq x y}.

Parameter cardinal : Z.
Parameter cardinal_positive : cardinal > O.

Parameter inject : t — Z.
Parameter nat2t : Z — t.
Parameter inject_bounded : V x : t,

0 <= (inject x) < cardinal.
Parameter inject_nat2t : V n : 7,
0 <= n < cardinal — inject (nat2t n) = n.

Parameter inject_injective : V x y : t,
inject x = inject vy — eqg x vy.

Parameter inject_comp_eq : V x y : t,
eqg x y — inject x = inject vy.

End FiniteSet.
F1G. 6.8 — La signature des ensembles finis non vides

La signature FiniteSet est présentée dans la figure 6.8. Elle contient un type de
base t, une relation d’équivalence eq sur t et un entier relatif cardinal tel que t
soit en bijection avec la partie [0,cardinal — 1] de Z. Cette bijection est exprimée &
laide d’une injection inject de t vers [0,cardinal — 1] et son inverse nat2t.

Afin de pouvoir construire des modules de signature Finiteset, nous proposons
des foncteurs d’ensembles finis :

— le foncteur ProdFiniteSet permet de faire le produit de deux ensembles finis
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— le foncteur ListFiniteSet permet de construire les listes de longueur infé-
rieures & un paramétre k et dont les éléments prennent leurs valeurs dans un
ensemble fini. Le paramétre k doit étre encapsulé dans un module pour étre passé
en parameétre au foncteur.

Un module de base Word de signature FiniteSet représente les mots binaires d’au
plus 32 bits (basée sur le type positive de Coq). Ce module est fréquemment utilisé
dans nos formalisations d’analyses statiques pour nommer les différents composants
d’un programme (nom de variable, nom de champs, nom de classes, ...).

6.2.3.2 Condition de chaine ascendante sur les fonctions

Etant donnée une implémentation r de fonction sur un treillis B, la construction de
la preuve de chaine ascendante est basée sur I'utilisation du lemme 6.5 avec une mesure
f envoyant les éléments du domaine r.t vers les fonctions de N — B.t.

f := fun (x : F.t) = fun (n : nat) = get x (F.A.nat2t (Z_of_nat n))

La relation bien fondée utilisée sur N — B.t est le produit lexicographique généra-
lisé : étant donnés un ensemble A et une relation < bien fondée sur A, la relation <y,
définie sur N — A par

fi<nf2 & 3k, k<n A
Vi,ii<n= fi(i) = f2(i) A
f1(k) < fa(k)

est bien fondée pour tout entier n. Un récurrence sur n permet de prouver ce résultat
a partir de la bonne fondaison du produit lexicographique standard.

6.3 Construction de treillis avec opérateurs d’élargissement
et de rétrécissement

L’utilisation d’opérateurs d’élargissement et de rétrécissement demande de prouver
la propriété qui assure la terminaison des itérations de point fixe utilisant ces opéra-
teurs. Comme nous 'avons présenté dans le chapitre 4, cette propriété est de la forme
Vx, (x,x) € Accs,, avec <y la relation associée a 'opérateur d’élargissement V (avec la
définition standard ou non). Les opérateurs de rétrécissement demandent le méme type
de propriéteé.

Contrairement a la section précédente, les preuves de conservation de la propriété
de terminaison par application des foncteurs de treillis ne sont plus des applications
directes de résultats classiques. Nous allons présenter en détail le cas du produit, qui
illustre bien les difficultés rencontrées.

Nous étudierons dans un premier temps le cas des opérateurs d’élargissement stan-
dard. Le lemme clé & établir est alors
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Lemme 6.9. Etant donné deuz posets (A, =a,CA) et (B,=g,Cg), et deuz opérateurs
binaires Va et Vg respectivement sur A et B, si les relations <y, el <y associées
vérifient Va € A, (a,a) € Accx,, et Vb € B, (b,b) € Acczg, alors lopérateur Vaxs
défini par

(a1,b1) Vaxs (az,bz) = (a1Va az, b1V b2)

vérifie Vc € A X B, (¢,c) € ACC<VAxB )

La notation <y a été définie a la page 75 par
(x1,u1) <v (x2,12) €5 x2Cx1 A yr=v2vx1 A y1 Z 42

Ce résultat demande une preuve trop technique pour étre établi directement (en
partie parce que la relation porte sur des couples). Nous pouvons cependant généraliser
un peu le résultat. L’idée consiste & exprimer <y, , , comme un produit lexicographique
de <y, et <y . Le résultat a établir est alors de la forme

Va € Accy,, Vb € Accy,, (a,b) € ACC<]1Aex .
avec <A qui joue le role de <y, et < celui de <y . Nous allons maintenant prouver
que ce résultat est faux pour des relations <ia et <ig quelconques. Nous proposerons
ensuite une définition plus contraignante du produit lexicographique pour laquelle le
résultat pourra étre établi.

Lemme 6.10. Soit a € Accy, et b € Accy,, s'il existe b’ € B tel que b’ & Accy, et
a’ € A tel que a’<aa alors (a,b) & Accqz;zB.
X

Preuve : Supposons que (a,b) € Acchx . et montrons qu’alors b’ € Accy . Puisque
X

AR WA | AN : s : : /
(a’,b) <% gla,b) on a (a’,b’) € ACC<‘IX’;B' Mais ceci implique justement b’ € Accy,.

En effet, si on considére la fonction f : B — (A x B) définie par f(x) = (a’,x), on a bien
Vbq,by € B, bi<igby, = f(b])ﬁ{,e\};Bf(bz)

donc on peut appliquer le lemme 6.5 avec f(b’) = (a’,b’) pour conclure. O

Le probléme se situe ici dans la possibilité de prendre n’importe quel b’ pour obtenir
un prédécesseur (a’,b’) de (a,b). Le cas aj<iaay de la définition de <1{?\XX3 est donc trop
souple, il faut nécessairement imposer une contrainte sur le domaine B pour pouvoir
prouver un résultat de la forme de celui attendu. Cette contrainte s’exprime & 1’aide
d’une relation 4 qui apparait dans le cas aj<iaay. Le nouveau produit lexicographique

prend alors la forme

(a1<aaz Abr4pby)
(a1,b1)<"*(az,b;) &= Vv
(a1 = a2 Aby<igby)

en imposant sur <lg et «g une propriété empéchant de construire n’importe quel b’
comme précédemment : si bo4gby et by € Accy, alors by doit rester dans Accy,.
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Nous allons prendre une condition suffisante assez simple (n’utilisant pas la notion
d’accessibilité) mais malgré tout relativement générale :

Vb1,by, b3 € B,bi<igby A bragbs = b1<+b3

Nous pouvons méme rendre la définition symétrique et englober le cas de Caxp (o
aj = a; avait été remplacé par a; =a az) en introduisant une relation 44 vérifiant une
propriété similaire & «p. Ceci nous ameéne a définir le produit lezicographique étendu.

Définition 6.3.1. Produit lexicographique étendu.
Etant donnés deuz paires de relations <a et €A sur un ensemble A, <ig et 4g sur B.
Le produit lexicographique étendu est la relation <a'¢*(<A<B.4A.48) gy A x B définie
par
(a1<aaz A br«gby)
(a7, by)<Sre A te) (g, b)) = \
(a1«€aaz A by<igby)

avec les conditions sutvantes

Yai,az,a3 € A, ai<daay /\ ar<4aa3 = Cl]<lj£(l3 (6.1)
Vb1,b2, b3 € B, b1<igbz A bo«gbs = b1<ibs

Quand le contexte sera non ambigué nous noterons plus simplement <3¢ cette relation.
Nous pouvons d’ores et déja proposer un exemple de produit lexicographique étendu.

Exemple 11.
(a1 Ja a2 Aby Jby)
(a1,b1) Jaxs (az,b2) = \%
(a1 =A a2 Aby; I by)
et on a
Vai,az,az3 €A, ag Jaaz A az=a a3 = aj Jaaz
et

Vb1,b2, b3 € B, by Igba A by Jgbs = by I3 bs
Donc Jaxp= <¢'er(3A,38,=A,38)
Nous en venons au théoréme principal de cette section.

Théoréme 6.3.1. Si <A, <p, €A et 4 vérifient les hypothéses de la définition 6.3.1
alors, pour tout a € Accq, et b € Accy,, (a,b) € Accyg

Preuve : La forme de cet énoncé encourage a utiliser une induction bien fondée avec

def

Vae A, P(a) = Vb € Accy,, (a,b) € Accg

Mais I'hypothése d’induction générée sera alors trop faible car uniquement utilisable
avec un élément b € Accy,.
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Nous renforcons donc tout naturellement le but courant en prouvant
Va e Accqj\, Vb € ACC<]B, Vb, € B, b24>]k3b], = (a,by) € Accg (6.3)

avec «g la fermeture réflexive transitive de «g. Ce résultat est suffisant pour prouver
notre théoréme puisque <« est réflexive et que d’apres le lemme 6.6, Accq, = Acc ab

Pour prouver (6.3), nous utilisons une induction bien fondée sur a et <l;(. Nous consi-
dérons un élément a; € Acc ab tel que

Va, € A, a2<1j\a1 =

4
Wby € Accay, Vb € B, baaibr, = (a2,b2) € Acc.q (6.4)

et cherchons & prouver Vb1 € Accy,, Vb, € B, br«gbr, = (aj,bz) € Accy. La encore
la preuve par induction sur by serait prématurée, sans généraliser auparavant le résultat.
Nous prouvons donc le résultat suivant

Vb € Accqg,
Vb € B, by«gby, = (6.5)
Vaz € A, az<€a; = (a3,bz) € Acc

Ce résultat est suffisant car, d’une part Accq, = Acc < et d’autre part «’y est réflexif.
Nous prouvons donc (6.5) par induction bien fondée sur by. Nous considérons ainsi un
élément by € Acc < tel que

Vbs € B, bgﬁgb] =
Vb, € B, br«3b3, = (6.6)
Vasz € A, a3<*Aa1 = (a3,bz) € Accyq
et cherchons & prouver

Vb, € B, bz(%b], = Vaz €A, 0.349/3‘&] = (a3,bs) € Accyq

Nous supposons donc

by € Ace gy (6.7)
bz(%b] (6.8)
(134*A(11 (6.9)

et cherchons a établir (a3, by) € Accge. Il nous faut pour cela considérer un prédécesseur
(a4,b4) quelconque de (az, by)

(a4,bs)<t(asz, by) (6.10)

et prouver que (ag,bs) € Accyge D’aprés la définition de <, deux cas résultent de
Phypothese (6.10).
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— Cas 1:

as<laqs (6.11)
b, 4gb> (6.12)

Nous pouvons alors utiliser ’hypothése d’induction (6.4). Trois conditions doivent
étre vérifiées
— aq<daaq : vrai grace aux hypotheses (6.1), (6.9) et (6.11).
— by € Accy, : vrai grace a (6.7) et au résultat général Acc i = Accg,
— bs«by : vrai d’aprés (6.12) et (6.8)
— Cas 2:

as4p03 (6.13)
bs<igb> (6.14)

Cette fois, nous pouvons utiliser ’hypothése d’induction (6.6). Trois conditions
doivent étre vérifiées
~ ba<t}by : vrai grace aux hypothéses (6.2) , (6.8) et (6.14)
— bs4gpby : vrai par réflexivité de «j
— ag<aq @ vrai grace aux hypothéses (6.9) et (6.13)
Le résultat est donc établi. Il

Grace a ce théoréme, nous pouvons maintenant établir la preuve du lemme 6.9.
Preuve du lemme 6.9 : Considérons le produit lexicographique étendu

«16X(<VA =% »"J<VA <% )
sur (A x A) x (B x B) avec Xy, et <y, définies par

(x1,u1) Rgy (x2,¥2) &= x2Cax1 A y1=y2

et
(x1,u1) < (x2,U2) &= x2Cgx1 A\ U1 = U2B X1

Il est facile de vérifier que les hypotheéses (6.1) et (6.2) de la définition 6.3.1 sont vérifiées.
11 suffit alors d’utiliser le lemme 6.5 en prenant une mesure f: (A x B) x (A x B) —
(A x A) x (B x B) définie par f ((a7,b1), (az,b2)) = ((a1,a2), (b1, b2)) entre la relation

<wyp Sur (A xB) x (A xB) et (5 <% X <) pour conclure. O

Le théoréme 6.3.1 permet de traiter de la méme facon les opérateurs de rétrécisse-
ment ainsi que la version non standard des opérateurs d’élargissement et de rétrécisse-
ment.

La preuve concernant les treillis de fonctions est une nouvelle fois basée sur une
version généralisée du produit lexicographique. Les mémes arguments que dans la sec-
tion 6.2.3.2 sont donc utilisés en remplacant le produit lexicographique standard par
notre produit lexicographique étendu.
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6.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une partie importante de notre travail de
thése. Comme nous ’avions expliqué dans les chapitres précédents, une analyse statique
certifiée repose sur un treillis muni d’un critére de terminaison pour un algorithme
itératif de calcul de point fixe. Afin de pouvoir rapidement développer des analyses, il
était primordial de proposer une technique modulaire de construction de ces treillis.

Au final, chaque foncteur est proposé avec deux versions : une version qui combine
les modules de type Lattice et une autre version qui combine les modules de type
LatticeSolve (treillis munis d’un critére de terminaison). Pour cette derniére version,
les preuves présentées dans les sections 6.2 et 6.3 sont utilisées. La technique de repro-
grammation de treillis, présentée dans la section 6.1.5, permet de raffiner le type de
base d'un treillis construit par composition de foncteurs. Cette technique permet aussi
de conserver la preuve de terminaison d’un treillis de type Latticesolve.

La contribution majeure de ce chapitre concerne les preuves de terminaison que
nous avons développées dans notre librairie. Comme nous ’avions remarqué dans le
chapitre 4, extraire une analyse statique qui termine n’est pas indispensable puisque
l'on peut se contenter d’extraire un vérificateur de post-point fixe. Notre contribution
concerne donc plus le domaine des assistants de preuve que celui de 'analyse statique
certifiée. Nous montrons en effet qu'une bonne fagon d’aborder des preuves complexes de
terminaison consiste & modulariser leurs constructions. Le découpage de ce ces preuves
en petits composants permet non seulement de simplifier la preuve finale, mais aussi
les preuves futures que I'on peut étre amené A faire, en arranger différemment les diffé-
rents composants. Une telle construction modulaire de preuve a le mérite de mettre des
preuves de terminaison complexes a la portée d’utilisateurs non experts : la combinaison
de foncteurs est beaucoup plus facile que la manipulation du prédicat d’accessibilité!
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Chapitre 7

Preuves modulaires a 'aide de
concrétisations parameétrées

L’interprétation abstraite propose un cadre théorique permettant de construire et
de prouver la correction des analyses statiques. Une des particularités de ce cadre ré-
side dans ses capacités & proposer des constructions modulaires et réutilisables. Cette
caractéristique est particulierement prometteuse lorsqu’on désire construire une preuve
meécanisée de la correction d’une analyse. De telles preuves doivent en effet étre réalisées
mm-extenso, avec un niveau de détails particuliecrement élevé. L’architecture globale de
tels développements de preuves est donc un point critique, tout particuliérement lors-
qu’on s’attaque & des analyses réalistes pour des langages de programmation réalistes.

Le slogan "prouver c’est programmer" prend encore une fois tout son sens ici : les
lecons apprises dans le développement des logiciels s’appliquent & la construction de
preuves formelles. En abstrayant certaines parties du développement avec des interfaces
précises, on peut proposer des constructions modulaires plus simples & construire (car
indépendantes des détails plus techniques des autres composants) et réutilisables. On
simplifie ainsi le probléme de preuve global en le ramenant a un ensemble de plusieurs
problémes plus simples. De plus, en implémentant de fagon différente un composant, on
peut modifier le développement global tout en conservant sa cohérence.

Nous nous intéressons dans ce chapitre & la construction modulaire de la preuve
mécanisée d’une analyse statique pour un langage « réaliste ». Nous verrons que, dans
ce contexte, certaines constructions modulaires classiques sont difficilement utilisables.
Notre contribution consiste & proposer une extension élégante de la définition de ces
constructions pour permettre leur usage sur des analyses réalistes. Le cadre d’applica-
tion de notre technique est restreint & une certaine classe de langages de programmation
et de techniques d’abstraction, mais nous montrons qu’il est néanmoins suffisant pour
appréhender des langages comme le BYTECODE JAVA pour des analyses de références
non-triviales. La contribution principale de ce travail se situe donc sur l'organisation mo-
dulaire de la preuve de correction d’une analyse statique pour la rendre plus facilement
exprimable dans un assistant de preuve.

Nous allons tout d’abord présenter dans la section 7.1 un exemple classique de
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construction modulaire issu de la théorie de 'interprétation abstraite. La section 7.2
présentera un autre outil théorique : les concrétisations paramétrées. Nous verrons que
I'utilisation de telles concrétisations peut rendre difficile la modularité d’une preuve de
correction. Nous proposons de résoudre ce probléme grace a la notion de foncteurs de
concrétisation (section 7.3). Nous présenterons la méthode de preuve associée a 1'utili-
sation de ces foncteurs puis nous conclurons dans la section 7.4.

7.1 Construction modulaire des connexions

Rappelons que le but d’une analyse statique est de calculer une approximation
de la sémantique [P] d’un programme P quelconque. Nous supposons que la séman-
tique concréte est exprimée dans un treillis de la forme (D, C,U,M). L’approxima-
tion considérée est & valeurs dans un domaine abstrait Df muni d’une structure de
treillis (Dﬁ, CH L, I_Iﬁ). La correction de 'approximation est spécifiée par une fonction
de concrétisation vy, morphisme d’intersection, appartenant a D! — D. Tous ces élé-
ments forment ce que nous appellerons une connexion (en référence aux connexions de
Galois). Nous noterons une telle connexion de la fagon suivante :

(D,C,u,M) & (DF, 4, LA, )

Pour abréger, nous nous permettrons parfois la notation plus synthétique D & pt

La théorie de l'interprétation abstraite nous apprend comment composer certaines
connexions a partir d’autres. Ainsi une abstraction des environnements (fonctions par-
tielles' entre variables et valeurs) d'un langage de programmation

,YE nv

(P(Var - Val)) G,y ﬁ) — (Envﬁ) CEnv, UEnv, |—]Env>

peut étre paramétrée par une abstraction quelconque des valeurs

Val

(P(Val), C,U,N) &— (Valﬁ, Eval, Uval, |_|Val>

Formellement, une telle abstraction d’environnement est définie par

Définition 7.1.1. Connexion générique d’environnement.
Une connexion générique d’environnement est une fonctionnelle qui associe & toute

Val
connexion (P(Val),C,U,N) &— (Valu,gval,l_lval,l_lval)
un quadruplet ((Em)ﬁ, C Enws UEny, I_IEm,) ,yEm,getﬁ,substﬁ) avec
- (Em)ﬁ, C #no, Uknw, Miny) un treillis

~ v € Entt — P(Var — Val) une concrétisation morphisme d’intersection entre
Env* et les environnements

Nous utiliserons le symbole — pour désigner les fonctions partielles.
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— geth € Env* x Var — Val une approzimation correcte de la fonction d’acces & une
valeur d’une variable

Vpti € Em}ﬁ, Vx € Var, {p(x) ‘ P Gv(pﬁ)} - Yval(getﬁ(Pﬁ,X))

— subst! € Enof x Var x Vall — En* une approzimation correcte de la fonction de
substitution d’une valeur dans une variable

Vol € Entf, Vx € Var, W € Val,

p € v(p" 4
XV C y(subst?(p?,x, v
{p[ ] ] PO b e vsubstior )
Une connexion générique d’environnement construit donc un treillis abstrait, une
fonction de concrétisation et deux approximations correctes des fonctions primitives
pour manipuler les environnements, pour une abstraction des valeurs donnée. Un exemple
classique de telle connexion générique est I’abstraction non relationnelle standard.

Lemme 7.1. La fonctionnelle qui associe o toute connezion

Val

(P(Val), €, 0,1) & (Vak, C v, Uy, Mvar)

le quadruplet ((E'm)ﬁ, C Enw, LIEM,I—]EM) ,yEm,getﬁ,substﬁ) avec

— Env* = Var — Val

- Cen= ;Val

= Unno = M0§A05AX. 0 (X) Uva 05(),
MNEny = 7\p§7\pﬁ27\7¢p% (X) MVal pﬁz(x);

— Vot € Env?, vno(p*) = {p | Vx € Var, p(x) € vV (pf(x)) }

— Vot € End, Vx € Var, getf(pf,x) = pf(x)

— Vot € Endt, Vx € Var, Wt € Valt, subst?(pf,x,v) = p¥[x — v!]
est une connexion générique d’environnement.

La construction est bien parameétrée par n’importe quelle connexion sur les valeurs
du langage. Au final, on obtient donc deux « boites noires » : une boite qui contient
I’abstraction des valeurs et une autre qui contient I’abstraction des environnements.
Tout ’enjeu de ce travail est de pouvoir utiliser ces boites dans la preuve globale de
I’analyse, indépendamment de leur contenu, en se basant uniquement sur leurs inter-
faces. Cette modularisation est trés importante dans le cadre d’'un développement vérifié
par ordinateur car

— les preuves pour construire ’abstraction des environnements ne dépendent pas de
la nature (plus ou moins complexe) de yV2l et sont par conséquent plus simples,

— 1l est facile de proposer plusieurs abstractions de valeur et d’en déduire les abs-
tractions d’environnement sans refaire de preuve,

— si dans la construction globale de I'analyse on n’utilise pas plus de propriétés
sur les environnements abstraits que celles imposées dans la définition d’une abs-
traction d’environnement (on n’ouvre pas la boite), on pourra proposer plusieurs
implémentations sans compromettre (et donc avoir a revérifier) la validité globale
de I'analyse.
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Cette construction nécessite cependant d’avoir des abstractions de la forme yV¥ €
Val® — P(Val) : une valeur abstraite doit exprimer des propriétés sur les valeurs
concrétes. Ce qui, & premiére vue, n’apparait pas comme une limitation se révéle pour-
tant problématique lorsque yY2 a besoin d’un « contexte » pour étre exprimé formelle-
ment.

Exemple 12. Si les valeurs du langage sont des références a des objets alloués dyna-
miquement dans un tas, une abstraction de ces références par l'ensemble des noms de
classe des objets associés, sera relative a un tas.

Vs € P(Class), v(s) = {(h, loc) ! loc € dom(h) A class(h(loc)) € s } C Tas x Val

ot Tas & Val — Objet. Ce type de concrétisation est généralement noté sous une forme

paramétrée plus élégante

VYh € Tas, Vs € P(Class),
Yr(s) = {loc ‘ loc € dom(h) A class(h(loc)) € s } C Tas x Val

Nous allons maintenant présenter formellement ce type de concrétisations et montrer
comment elles s’utilisent dans une preuve de correction.

7.2 Concrétisations paramétrées

Les concrétisations que nous étudions ici dépendent d’un contexte. Chaque valeur
abstraite exprime ainsi une relation entre un objet concret et un élément du contexte.
Nous nous intéressons donc aux connexions de la forme

(P(C x D),C,uU,n) ¢ (D* % L, )
avec C le domaine du contexte.

Exemple 13. On retrouve le méme type de concrétisation que dans l'exemple 12 lors-
qu’on abstrait les références par la super-classe de tous les objets associés (c’est l'abs-
traction prise dans le vérificateur de bytecode Java)

VTt € Class, y(T) = {(h, loc) ‘ loc € dom(h) A class(h(loc)) <p T } C Tas x Val

ot <p est la relation de sous-typage associée a la hiérarchie de classe du programme P.

Exemple 14. Une abstraction plus précise que abstraction par ensemble de classes peut

étre obtenue en abstrayant par points de création [ , |. La définition formelle
de la fonction de concrétisation est alors relative o une trace partielle d’exécution.
Une trace partielle est une suite non vide < pcy, mo > -+ 1< pep, My > d’états,

chaque état étant constitué d’un point de programme pc; et d’une mémoire my. Si l'ins-
truction située en un point de programme pc est une création d’objet de classe cl (évé-
nement noté instrAt(pc) = new cl), une nouvelle adresse newObject(cl, m) est allouée
dans la mémoire m pour y stocker un objet de classe cl.
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La concrétisation associée a l’abstraction par points de création est alors

Vs € P(P),
Jk €{0,...,n},
PCx (S
instrAt(pcy) = new ¢l
newObject(cl, my) = loc
C Trace x Val

Y(s) = ¢ (< peg, Mo >t -+ =< pegy, M >, loc)

Ce type de concrétisation peut étre représenté sous une forme paramétrée équiva-
lente. Nous noterons yPa#™ la fonction de C — D! — P(D) définie par

Ve € C, Vd* € D¥, y2¥am (@) ={(d | (c,d) € y(d*)}

Nous omettrons la notation -P2#™ quand le contexte permettra de le faire sans ambi-
guité.

7.2.1 Utilisation d’une connexion générique avec une concrétisation
paramétrée

La version paramétrée de ces concrétisations permet « d’oublier » ’aspect relation-
nel puisque y. agit comme une concrétisation classique entre P(D) et Df. On retrouve
ainsi le cadre d’application des constructions modulaires de la section précédente : une

Val
abstraction paramétrée P(Val) ¢<— Val? (avec ¢ un élément fixé de C) peut étre utilisée
pour instancier une connexion générique d’environnement. Nous obtenons alors un qua-
druplet ((Envﬁ, Cenv, UEnv, I_IEHV) ,yEnV, getﬁ, substﬂ) avec getTj vérifiant, par exemple

Ve € C, Vp* € Env?, Vx € Var, {p(X) ‘ p evEm(pﬁ)} C v (get?(p%, x))

Une connexion générique d’environnement est donc capable d’utiliser une concrétisa-
tion parameétrée pour produire une concrétisation d’environnement paramétrée avec ces
opérateurs abstraits de base get? et subst?. Il faut cependant remarquer que les pro-
priétés de correction vérifiées par ces opérateurs sont relatives & un méme contexte c.
Comme nous allons le voir maintenant, il s’agira d’une limitation majeure pour effectuer
la preuve de correction des fonctions de transfert de fagon modulaire.

7.2.2 Prouver la correction de fonctions de transfert abstraites

La difficulté d’utilisation des concrétisations paramétrées apparait lors de la preuve
de correction des fonctions de transfert abstraites (correspondant a l'abstraction de
chaque instruction d’un langage de programmation). Nous allons maintenant exposer ce
point & 'aide d’un exemple de langage avec des variables et des allocations dynamiques.

L’état mémoire d’un tel langage est de la forme Mem &' Tas x Env avec Tas = Val —

Objet, Env & Var — Val et Val le domaine des valeurs du langage, réduit ici (pour

simplifier le discours) & des entrées du tas.
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Puisque la mémoire est séparée en deux structures différentes, il est naturel de
I’abstraire & I’aide de deux objets abstraits distincts. Considérons donc une premiére

Tas
. v . .
connexion P(Tas) &— Tas? quelconque. Pour les environnements de variables, suppo-
sons que l'abstraction des valeurs ait nécessité une paramétrisation de la fonction de
concrétisation : ’abstraction est alors de la forme

Env

<77(Env) I Envﬁ>
heTas

Au niveau global, la concrétisation d’un couple (hf, p#) de valeurs abstraites sera

heYTas(hﬁ)
t o) = c
v(h,p) {(h,p) ' ocyEv(ph) [ S Tas x Env

La paramétrisation de la concrétisation fait donc apparaitre une notion de produit
dépendant dans le domaine concret.
Au niveau de la mémoire, toute fonction de transfert sera de la forme

F: Tas x Env — Tas x Env
(h,p) = (f(h,p),g(h,p))

Pour abstraire correctement une fonction de transfert, il faut donc proposer une fonction
F¥ de la forme
FP. Tas? x Envt — Tas? x Env?
(h%pf)  —  (ff(h% p%), g*(R% p?))

vérifiant le critére de correction « classique »

V(h!, p?) € Tas® x Envf,

he vy (hf) oy | ey (W, o))
{(f(h,p),g(h,p)) ‘ pe,?//]}ﬂlnv(pﬁ) } < {(h, ) ‘ pfe;/gtmgﬁ(hﬁ,ppﬁ)) }

Ce critére peut étre réduit de maniére équivalente a la conjonction des deux propriétés
suivantes

V(ht, pf) € Tas! x Env?,

V(h,p) € Yy (h%) x v (ph),  f(h,p) € YIS(f¥(h?, p")
V(h?, pf) € Tas! x Env,
V(h, p) € YT(h) x v (pf),  g(h,p) € VIR, (g% (W, p¥))

(7.1)
(7.2)

Nous touchons alors un point important de ce travail : le critére (7.2) est problématique
car il contient deux instances yﬁ“" et y]fa(ﬂ’ 0) @ priori distinctes de la concrétisation d’en-
vironnement de variable. Or, les propriétés assurées par le constructeur d’abstraction
d’environnement ne sont relatives qu’a une seule fonction de concrétisation (et donc
relative & un seul contexte & la fois). On ne peut donc pas espérer construire gt et
prouver sa correction par simple composition des propriétés assurées par ’abstraction

d’environnement.
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1l serait cependant souhaitable de pouvoir toujours utiliser des constructeurs gé-
nériques. La solution que nous proposons de suivre est basée sur une hypothése forte
CHANGER? faite sur f et y*2'. Nous allons réduire la preuve de (7.2) a deux résultats,
I'un portant sur f, 'autre sur g :

Env &~ B
V(h,p) € Tas x Env, v,V C yf(‘ﬁjp) (7.3)
V(h?, pf) € Tas! x Env?,
V(h,p) € Y™ (hH) x vy (ph),  g(h,p) € yp™ (g*(hf, o))
Le critére (7.4) ne contient plus qu’une seule instance yE™ de la concrétisation
d’environnement (contrairement au critére (7.2)). On peut donc & nouveau espérer pou-

voir utiliser les propriétés des opérateurs get! et subst? définis dans les abstractions
d’environnement.

(7.4)

Le critére (7.3) semble cependant reprendre les mémes défauts que (7.2). Nous allons
maintenant proposer une variante de la définition d’abstraction d’environnement qui
nous permettra d’établir 7.3 sans avoir & connaitre ’abstraction exacte prise pour les
environnements ni faire apparaitre la notion de contexte dans l'interface des abstractions
d’environnement.

7.3 Foncteurs (monotones) de concrétisation

Le changement que nous proposons de faire dans la définition des connexions géné-
riques est basé sur la notion de foncteurs de concrétisation : des opérateurs qui trans-
forment des concrétisations en d’autres concrétisations.

7.3.1 Exemple et définition
Un exemple de tel foncteur a déja été esquissé dans le lemme 7.1.

r((val,iva) & (PVaD,m) = ((Bav, M) & (P(Bav),0))
yVal = pf {p | Vx € Var, p(x) € v(pf(x)) }
AN désigne ici les fonctions morphismes d’intersection. Ce genre de foncteur est sous-
jacent a la plupart des constructeurs de connexion paramétrés par d’autres connexions

que l'on peut trouver dans la littérature sur 'interprétation abstraite. Nous allons ce-
pendant nous intéresser & une propriété qui est rarement mise en avant : leur monotonie.

Définition 7.3.1. Foncteur de concrétisation.
Etant donnés quatre treillis (A, Ca,Ua,MA), (Aﬁ,EAu,I_IﬁAJ_Iﬁ\), (B,Cg, g, Mg) et

(Bﬁ, EB,;,I_I%, I_I%), un foncteur de concrétisation est un opérateur I' appartenant a

((Aﬁ,I_IAu) AN (A,HA)> — ((Bﬂ,ggj> 5 (B,EB))

2Nous verrons en section 7.3.3 que cette hypothése est néanmoins vérifiée dans plusieurs cas d’étude
réalistes.
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qui vérifie la propriété de monotonie suivante

YY1,v2 € ((Aﬁ,l—lAO 5 (A,EA)>, YiCayvz = T(v1) CgT(y2)

Un foncteur de concrétisation conserve donc la précision relative de deux concrétisa-
tions. Il s’agit d’une propriété assez naturelle qui est vérifiée par de nombreux foncteurs
de concrétisations de la littérature (la construction générique d’abstractions faiblement
relationnelles proposée par Antoine Miné | | en est un bon exemple). Autant que
nous le sachions, cette propriété n’avait jamais été explicitement utilisée auparavant.

Nous allons utiliser cette notion de foncteur pour proposer une nouvelle définition
des connexions génériques d’environnement.

Définition 7.3.2. Connexion générique d’environnement (nouvelle version).
Une connexion générique d’environnement est une fonctionnelle qui associe a tout
treillis (Valﬁ, C val, Uval I_IVal) un quadruplet ((Envﬁ, C env, UEne, TIEm,) , TEnv getﬁ, substﬁ)
avec

- (Em)ﬁ, EEm,I_IEm,I_IEm) un treillis,

-T e (Valti o, P(Val)) — (Envti I, P(Var — Val)) un foncteur monotone de

concrétisation
— gett € End* x Var — Vall une approzimation correcte de la fonction d’accés & une
valeur d’une variable

vy € (Vab 5 P(val)),
Vot € Bndf, Vx € Var, {p(x) | p € TP (y) (Emf)} C vy(get?(p? x))

~ subst? € Env! x Var x Vall — Env' une approzimation correcte de la fonction de
substitution d’une valeur dans une variable

Vy € (Valﬁ 0, p Val)) ,
Vot € pf, Vx € Var, Wt € Val,

p € THm (y) (p)
Pt | V2N

} C TE () (subst (o, x, v¥))

La modification que nous apportons ici se situe au niveau de la fonction de concré-
tisation qui n’est plus fixée mais paramétrée par n’importe quelle fonction de concréti-
sation sur les valeurs. En ce qui concerne les opérateurs get! et subst?, la quantification
sur toute concrétisation de valeur n’apporte pas de preuve supplémentaire puisque dans
la version précédente, la concrétisation vy, était déja quelconque. On peut donc affir-
mer que cette nouvelle interface n’est pas une restriction forte vis-a-vis de ’ancienne :
seule la propriété de monotonie de '™ est vraiment ajoutée, mais c’est une propriété
couramment vérifiée par les foncteurs de concrétisations standards.

Nous allons maintenant expliquer pourquoi cette interface est suffisamment riche
pour pouvoir étre utilisée dans la preuve du critére 7.3.
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7.3.2 Utiliser la propriété fonctorielle dans les preuves

Avec notre nouvelle définition de connexion générique d’environnement, la concréti-
sation Y utilisée dans 'exemple de la section 7.2 est maintenant de la forme

Env _ rEnv ( Val)

Y Y
Le critére 7.3 peut ainsi étre réduit en une propriété sur y¥al,

Lemme 7.2. Si y?m = rtm (yval) avec TE™ un foncteur de concrétisation, alors le
critére

¥(h,p) € Tas x Env, v C Y o) (7.5)
implique
Env &~ o F
V(h,p) € Tas x Env, Y™ C Yihp)
Preuve : C’est une conséquence directe de la propriété de monotonie de IV, O

Nous obtenons ainsi un nouveau critére (7.5) structurellement plus petit : il ne
concerne que l'abstraction des valeurs. Cela peut donc étre vu comme une propriété

de conservation. La concrétisation y}/{ﬁ 0) associée avec la transformation du tas h doit

donc contenir au moins toutes les propriétés de I'original yxal. C’est une propriété forte
que notre définition des connexions génériques nous permet de transférer au niveau des
connexions de valeur, sans sacrifier la généricité des connexions d’environnement.

Il nous reste maintenant & expliquer comment ce type de propriété peut étre prouveé
au niveau des abstractions.

7.3.3 Etablir la propriété de conservation

Dans le contexte d'un preuve de correction exhaustive d’une analyse statique, il y
aura autant d’obligations de preuve de la forme de (7.5) que de fonctions utilisées dans
les différentes fonctions de transfert du langage étudié. Nous proposons de factoriser ces
preuves en découpant ces conditions en deux. Ce découpage est effectué a l'aide d’un
pré-ordre bien choisi sur le domaine des contextes.

Nous allons avoir besoin d’une notion de concrétisation paramétrée monotone

Définition 7.3.3. Concrétisation paramétrée monotone.
Etant donné une relation de pré-ordre <Xc sur C x C, une concrétisation paramétrée
v € C — D¥ — P(D) est monotone par rapport ¢ <c si

V(C])CZ) € CZ) C] jC CZ :> ’YC1 g ’YCZ

Lemme 7.3. Soit S C (Tas x Env) — Tas un ensemble de fonctions. Soit vV une
concrétisation paramélrée sur les valeurs et <y, un pré-ordre sur le domaine Tas. Si

vVl est monotone par rapport & =y (7.6)
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et
VieS, V(h,p) € Tas x Env, h <1, f(h, p) (7.7)

alors
Val -~ Val
vf e S, V(h,p) € Tas x Val, yp* C yf(‘ﬁ)p]

Comme nous 'avons expliqué précédemment, cette méthode de preuve n’est pas ap-
plicable pour toutes les concrétisations paramétrées de valeurs. La restriction principale
concerne ’existence d’un pré-ordre adéquat sur le domaine des contextes.

La propriété (7.6) est vérifiée pour n’importe quel choix de <yg qui soit la fermeture
réflexive transitive d’une sous-relation de la relation <, vai définie par

<= {(h1,h2) [V € ')

La deuxiéme propriété (7.7) doit étre vérifice pour toutes les fonctions de transfert
de I’ensemble S. Il suffit dans ce cas de considérer une relation <, qui soit la fermeture
réflexive transitive d’une sur-relation de la relation <g définie par

<= | 195, )

Les hypothéses sont donc vérifiées par tout pré-ordre de la forme <mus=~<7T,, avec <ag
une relation vérifiant
<s C <735 C <.YVa1

On voit clairement ici que I'existence d’une telle relation n’est pas du tout assurée dans
le cas général. Elle est néanmoins assurée pour les exemples d’abstraction que nous
avions donnés précédemment :

— Pour 'exemple 12, il suffit de prendre

STas™ {(h1,h2) ‘ dom(h) C dom(hz) }

Vloc € dom(hq), class(hi(loc)) = class(hy(loc))

La concrétisation de valeurs y définie pour cet exemple est alors bien monotone
par rapport a ce pré-ordre, puisque si hy et hy sont des tas vérifiant hy <y ho,
pour tout ensemble de classe s, si loc appartient & vy, (s) alors loc appartient a
dom(hq) et class(hq(loc)) appartient a s. Or dom(hq) est inclus dans dom(h,),
donc loc appartient & dom(h,) et puisque class(hq(loc)) = class(ha(loc)), on peut
aussi affirmer que class(hy(loc)) appartient & s. On a donc démontré que loc
appartient a yp, (s).

La propriété 7.7 sera quant & elle assurée par toute fonction de transfert qui ne
supprime pas d’objet dans le tas, ni ne modifie leur classe. C’est effectivement le
cas de toutes les fonctions de transfert de langages comme JAVA ou BYTECODE
JAVA en I’absence de ramasseur de miette.

— Le méme pré-ordre peut étre utilisé pour traiter ’exemple 13
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— Pour I'exemple 14, le contexte n’est plus un tas mais une trace partielle. La relation
=Trace sSuivante suffit alors :

<Trace= {(tr1,tr2) | try est un préfixe de try}

En effet, si try est une trace partielle préfixe d’une trace partielle try, toutes
les allocations d’objet apparaissant dans try apparaissent aussi dans try. Ce qui
assure la monotonie de y par rapport & =<ryace.

Pour le critére 7.7, il suffit de s’assurer que toutes les fonctions de transfert se
contentent d’empiler des états en fin de traces partielles, ce qui est effectivement
le cas dans les langages de programmation standards.

7.3.4 Résumé de la méthode de preuve

Nous résumons maintenant notre méthode de preuve pour établir la correction d'une
fonction abstraite F¥ par rapport & une fonction F (exemple pris dans la section 7.2.2).
— Le critére de correction est partagé en deux critéres équivalents (7.1) et (7.2).
(7.1) permet de faire une preuve modulaire car il n’utilise qu’un seul contexte. Ce

n’est pas le cas de (7.2).

— Le critére (7.2) est donc découpé en deux critéres suffisants (7.4) et (7.3). (7.4)
peut étre établi & ’aide d’une connexion générique.

— Pour prouver (7.3), nous introduisons la notion de foncteur de concrétisation et un
pré-ordre adéquat. (7.3) est ainsi séparé entre les critéres (7.6) et (7.7). (7.6) repose
uniquement sur l'abstraction prise sur les valeurs. (7.7) concerne la sémantique
du langage étudié et peut étre établi pour plusieurs fonctions de transfert, si le
pré-ordre est bien choisi.

7.4 Travaux relatifs et conclusions

Nous avons proposé une technique de découpage modulaire de la preuve de correc-
tion d’une analyse statique. Notre approche permet une abstraction forte des différents
composants de la preuve. La preuve gagne ainsi en simplicité, puisque chaque compo-
sant se base sur un petit nombre de propriétés des autres composants, et elle gagne aussi
en généricité puisqu’un composant peut étre implémenté de diverses fagons sans que la
correction globale de I'analyse soit compromise. Notre approche se démarque des autres
travaux par 'usage de concrétisations paramétrées qui est un frein important pour la
modularisation. La notion de foncteur monotone de concrétisation et de concrétisation
monotone vis-a-vis d’'un pré-ordre bien choisi nous permet de dépasser cette difficulté
sans sacrifier la générécité des interfaces des composants.

La notion de concrétisation paramétrée est un outil occasionnellement utilisé en
interprétation abstraite. Elle apparait notamment dans la thése d’Isabelle Pollet | |-
Dans ces travaux, 'interprétation abstraite de programmes Java est présentée & 1'aide de
concrétisations paramétrées afin de relier les valeurs concrétes et les valeurs abstraites.
Le contexte utilisé en parameétre est une relation entre adresses mémoires de la mémoire



154 Preuves modulaires a ’aide de concrétisations paramétrées

dynamique. Le découpage proposé permet de faire varier le type de relation utilisé, mais
la notion de contexte est omniprésente. Notre utilisation des foncteurs de concrétisation
permet de faire apparaitre les parameétres des concrétisations uniquement au moment
opportun. Nous pouvons ainsi proposer des connexions qui ne dépendent pas du type
de contexte utilisé.

En ce qui concerne les preuves modulaires, peu de travaux présentent une approche
aussi modulaire que la notre. Cela s’explique par le fait qu’au niveau d’une preuve
« papier », rien n’empéche de présenter une version spécialisée d’'un domaine abstrait
(par exemple les environnements de variable). On se convainc souvent facilement que la
preuve de correction est similaire en changeant de contexte. Cela n’est plus possible au
niveau de détail requis par un assistant de preuve. Il est alors nécessaire de proposer un
bon découpage des constituants d’une preuve. Moins les constituants demandent d’hy-
potheéses sur les autres, plus il est facile de les ré-utiliser pour des problémes différents.
On économise ainsi un temps certain de preuve interactive. Concernant les construc-
tions modulaires, nous pouvons néanmoins citer les travaux de Patrick et Radhia Cou-
sot | | ot de nombreuses connexions génériques sont proposées, dans le cadre des
connexions de Galois. La propriété de monotonie identifiée dans nos travaux n’y est
cependant pas présentée. Elle ne semble en effet pas utile pour le découpage modulaire
utilisé, moins relationnel que celui que nous utilisons.

Nous avons expérimenté notre technique sur la preuve de correction d’une analyse
statique paramétrable pour un langage de bytecode avec allocation dynamique d’enre-
gistrements. Cette analyse sera présentée dans le prochain chapitre. L’aspect mécanisé
de la preuve donne tout son intérét & notre approche car elle propose un découpage pré-
cis et souple de Ueffort de preuve. Ce chapitre témoigne ainsi du besoin supplémentaire
en modularité que peut occasionner une preuve par ordinateur, comparée & une preuve
traditionnelle.



Chapitre 8

Analyseur de bytecode Java certifié

Nous nous intéressons maintenant a I'analyse de programmes Java, au format by-
tecode, en nous basant sur les techniques développées dans les chapitres précédents.
Le bytecode Java constitue un bon exemple de langage réaliste pour lequel il existe
un réel besoin d’analyses statiques, afin d’assurer la sécurité des applets téléchargées
sur la toile, ou pour les application embarquées sur les cartes a puces (bancaires ou
téléphoniques) | |.

1l existe de nombreux formalismes pour décrire la sémantique d’un langage de pro-
grammation. Chaque choix est plus ou moins facile a utiliser dans un assistant de
preuve. Dans le cadre du bytecode Java, nous bénéficions d’une sémantique opération-
nelle simple (qui suit de prés le fonctionnement de la machine virtuelle) issue du manuel
de référence | J!. Ce type de sémantique est particuliérement adapté aux définitions
inductives de Coq. Nous pouvons ainsi nous concentrer sur la partie analyse, plutdt que
sur la partie sémantique.

Nous ne présentons pas un cas d’étude mais plusieurs. Chacun de ces exemples
constitue une analyse certifiée spécialisée sur un fragment du langage Java (noyau im-
pératif, appels de méthode, couche objet, ...).

— La premiére analyse concerne le fragment impératif de Java et sera présentée dans
la section 8.1. Il s’agit d’une analyse d’intervalle appliquée a la vérification des
bornes de tableau. Nous adaptons pour cela 'analyse WHILE présentée dans le
chapitre 5 en utilisant une abstraction qui « décompile » les expressions au niveau
de la pile d’opérande.

— La deuxiéme analyse s’intéresse & la couche objet et aux appels virtuels de mé-
thodes (section 8.2). Il s’agit cette fois d'une analyse inter-procédurale.

— Nous présenterons ensuite dans la section 8.3 I'analyse de référence basée sur les
techniques du chapitre 7. L’analyse proposée & l'avantage d’étre modulaire et de
permettre plusieurs compromis entre précision et efficacité.

— Nous finirons par une analyse d’usage mémoire dans la section 8.4. Bien que basée
sur une algorithme de graphe assez simple, cette analyse demande une preuve de

!Nous nous sommes largement aidé de la sémantique, plus formelle, proposée par Igor Siveroni [ |
pour une représentation intermédiaire du langage.

155
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correction complexe basée sur une sémantique de traces partielles.
Chaque étude de cas suit le méme schéma standard :

1. Nous définissons la sémantique opérationnelle du langage avec une relation de
transition —p entre états mémoires de la machine virtuelle. [P] désigne I’ensemble
des états accessibles pour cette relation & partir d’un état initial.

2. L’analyse repose sur une structure de treillis (A, C, U, M) que nous construisons a
I'aide des techniques modulaires du chapitre 6.

3. Nous définissons une fonction de concrétisation y entre domaines abstraits et
domaines concrets

4. Nous spécifions I’analyse sous la forme d’un systéme d’inéquations? (ou contraintes)

5. La correction de ce systéme est établie en prouvant le résultat suivant
VP, Vst PE st = [P] Cy(s) (8.1)

oit P I s! exprime que 'état abstrait st vérifie le systéme d’inéquations attaché
au programme P. Cette preuve est toujours basée sur le lemme intermédiaire (de
type subject reduction) suivant

Vst € A, Vs1 € y(s%), Vs2,51 —p s2 = 52 € (s

En pratique, il y a autant de cas dans la preuve de cet énoncé, que de régles dans
la définition de —p. Chaque cas demande généralement une inéquation (excep-
tionnellement plusieurs) du systéme d’inéquation spécifiant l’analyse.

6. Un algorithme de collecte des différentes inéquations d’un programme est proposé,
puis couplé avec les solveurs génériques proposés dans le chapitre 4 pour calculer
une solution [P]* vérifiant

VP, P I [P]* (8.2)

7. Grace aux résultats (8.1) et (8.2), nous obtenons une analyse statique certifi¢e [-]*
calculant des approximations correctes de la sémantique concréte d’un programme

vP, [P < v([PI")

8. [P]* peut éventuellement étre utilisé pour un dernier calcul afin de vérifier si
les informations calculées sur [P] permettent d’assurer que l'exécution de P est
conforme & une certaine politique de sécurité.

Nous allons présenter maintenant ces différentes études de cas en insistant sur les points
spécifiques (fragment du langage traité, domaines abstraits, fonctions de concrétisation,
systéme d’inéquations) de chacune.

2Comparés aux systémes d’équations, les systémes d’inéquations permettent un meilleur découpage
de la preuve de correction. En effet, chaque inéquation correspond & une transition sémantique. Si
nécessaire, une technique standard permet de transformer au moment de la résolution, un systéme
d’inéquations en un systéme d’équations, en rassemblant les équations portant sur les mémes variables.
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8.1 Analyse d’intervalle sur un fragment impératif

Cette analyse est une adaptation de analyse du langage WHILE présentée dans
le chapitre 5. Nous nous restreignons par conséquent au fragment impératif et intra-
procédural de Java. Les programmes analysés n’utilisent pas d’objet, mais peuvent ma-
nipuler des tableaux. En Java, les tableaux sont des cas particuliers d’objets car ils sont
alloués dynamiquement. L’analyse d’intervalles que nous réalisons sur les variables d'un
programme nous permet de vérifier statiquement si les accés & un tableau respectent la
taille qui lui a été allouée.

8.1.1 Syntaxe et sémantique du langage

La figure 8.1 présente un exemple de programme Java que notre analyseur est capable
de traiter (sous sa forme compilée). Dans cet exemple, trois appels de méthodes statiques
apparaissent. Tous ces appels sont remplacés par un bytecode équivalent lors du parcours
du fichier .class associé au programine.

— Input.init (); initialise le générateur aléatoire de la classe Input,

— Input.read_int (); une valeur entiére tirée aléatoirement,

— Tab.print_tab (t); affichage des éléments d’'un tableau t.

class BubbleSort {

public static void main(Stringl[] argv ) {
int i, j,tmp,n;
n = 10;

int[] t = new int[n];
Input.init ();
for (i=0;i<n;i++) {
t[i] = Input.read_int();
}i
Tab.print_tab(t);
for (i=0; i<n-1; i++) {
for (j=0; j<n-1-i; Jj++)
if (t[j+1] < t[3]) |
tmp = t[j];
tl3l = tl3+11;
t[j+1l] = tmp;
}
}i
Tab.print_tab(t);

Fia. 8.1 — Tri par bulle en Java

Les programmes que nous analysons respectent la syntaxe suivante :
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pgm = (pc instr)*

instr  ::= Nop | Ipush ¢ | Pop | Dup
| Ineg | Tadd | Isub | Imult

| lload z | Istore z | Iinc z n

| Newarray | Arraylength | Iaload | lastore

\ Goto pc

| If icmp cond pc  cond € {eq,ne,lt,le, gt, ge}
| linput

Un programme est une séquence de doublets (pc,instr) exprimant qu’une instruc-
tion 4nstr se trouve au point de programme pc. Ce type de programme s’exécute sur
une machine virtuelle munie d’une pile d’opérandes, d’'un ensemble de variables locales
et d’un tas. Le jeu d’instructions contient des opérations pour manipuler la pile (dépile-
ment et empilement de valeurs, opérations arithmétiques, ...), les variables locales (lire,
écrire, incrémenter) et le tas (créer un tableau, obtenir la taille d’un tableau, lire et
modifier un élément dans un tableau). Le flot de controle peut étre modifié incondition-
nellement avec Goto ou conditionnellement avec la série d’instructions If icmp cond
qui comparent les éléments en téte de la pile d’opérandes et réalisent un branchement en
conséquence. L'instruction linput empile une valeur quelconque sur la pile d’opérandes
(elle correspond a lappel de la méthode statique Tnput.read_int ()).

Nous donnons & ce langage une sémantique opérationnelle directement extraite de la
sémantique de Java | |, en enlevant les détails sans rapport avec le jeu d’instructions
considéré. Les différents domaines sémantiques sont formellement définis par

Val = U|num n|refloc n €Z, loc € Reference
Pile = Val*
LocalVar = Var — Val
Tableau = (taille:Z) x ([0, taille—1] — Z)
Tas = Reference — Tableau
Etat = (P x Tas x Pile x LocalVar) + {Q}

Cette sémantique opére ainsi sur des états de la forme ((pc,h,s, 1)) avec pc le point de
programme courant (pris dans un ensemble fini ), h le tas contenant les tableaux alloués
(une fonction partielle entre adresses mémoire et tableaux), s une pile d’opérandes (une
liste de valeurs) et 1 un ensemble de variables locales (une fonction partielle entre noms
de variable et valeurs). Un tableau est modélisé par une paire formée de la taille courante
du tableau et de la fonction d’accés aux éléments (une fonction partielle entre les indices
positifs, strictement inférieurs & la taille du tableau et des valeurs numériques). Notre
langage ne manipule que deux types de valeurs : les valeurs numériques (prises dans Z)
et les adresses mémoires du tas (prises dans un ensemble Reference). Une valeur spéciale,
notée U représente une valeur non initialisée. Nous nous restreignons aux tableaux de
valeurs numériques. Un état spécial Q est utilisé pour représenter les erreurs d’exécution.
Les différentes causes d’erreurs sont 'utilisation d’une variable non initialisée, la création
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d’un tableau de taille négative ou ’accés (lecture ou écriture) en dehors des bornes d'un
tableau.

La sémantique opérationnelle d’'un programme P est ensuite définie par une relation
de transition —p entre états. Deux états s; et s» sont en relation (s; —p s2) si et
seulement si la machine virtuelle peut passer de I’état s7 & I'état s, lors de I'exécution
du programme P. Une partie des transitions de la relation —p sont données dans la
figure 8.2.

instrAt(p1, Nop n, p2)
<<p1 y h) S, L>> —P <<p2» h) S, L>>

instrAt(p1, Ipush n,py)
{1 Ry s, 1) —=p (2, Ry, (mum ) = s, 1)

instrAt(py, Pop,p2)
{(p1,h,v s 1) —=p (p2,h,s, 1)

instrAt(py, Dup, p2)
{(p1,h,vis, 1) —p (p2,h,vivis, 1)

instrAt(py,Iload x,p2) l(x) =num n
{1, Ry s, 1) —=p (2, M, (mum ) = s, 1)

instrAt(pq, If _icmplt p,p2) ny<ny
{(p1,h, (num ny) = (num nq) = s, 1) —p (p,h,s, 1)

instrAt(py, If _icmplt p,p2) —mny<ny
{(p1,h, (num ny) = (num nyq) =5, 1) —p (P2, h,s,1)

instrAt(p1, Arraylength, p2) h(loc) =a
{(p1,h, (ref loc) = s, 1)) —p {(p2, h, (num a.taille) :: s, 1))

instrAt(pj,Iaload,p2) h(loc) =a 0 <1< a.taille
{(p1, h, (num 1) = (ref loc) = s, 1)) —=p {(p2, h, (num ali]) == s, 1))

instrAt(pj,laload,p2) h(loc) =a —0<1i< a.taille
{(p1,h, (num 1) = (ref loc) = s, 1) —p Q

Fia. 8.2 — Quelques régles de la sémantique opérationnelle du langage

A T'initialisation de la machine virtuelle, toutes les variables locales possédent une
valeur non initialisée, la pile d’opérandes est vide et le tas ne contient aucun tableau.
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En appelant Sy 'ensemble de ces états initiaux, nous pouvons ainsi définir ’ensemble
des états accessibles au cours d’une exécution d’un programme P par

[Pl ={s|3so€So so—="s}

Un programme P sera considéré comme sdr si I’état (O ne peut pas étre atteint au
cours de son exécution :

Sar(P) £ Q¢ [P]

Le but de notre analyse statique est de prouver qu'un programme est str.

8.1.2 Domaines abstraits

Nous utilisons pour cela le domaine abstrait suivant

Int = {[a,blla€Z beZ a<b}
Num? = Reff = Int N
-
Valt = (Numﬁ + Reff + uﬁ)L
Expr[Valﬁ] = const n | var x | abs V! | unop op e | binop op e ez
e, e, e2 € Expr[Valf]
Pilef = (Expr*)I
LocalVarf = Var — Val®

Etat! = P — (Pileti X Local\/'arﬁ>

Les valeurs numériques sont ainsi abstraites par des intervalles. Une référence a un ta-
bleau est abstraite par une abstraction numérique (a base d’intervalles) de sa longueur.
L’abstraction des valeurs est la somme (selon le sens défini lors du chapitre 6) des abs-
tractions des valeurs numériques, des références et d’une valeur abstraite spéciale U*
pour représenter la valeur U. Le domaine Expr[Val?] permet de décompiler les expres-
sions utilisées dans les programmes sources. Nous le présenterons dans la section 8.1.3.
Les autres domaines abstraits sont plus standards : les piles d’opérandes sont abstraites
par des listes d’expressions abstraites et les ensembles de variables locales par des fonc-
tions associant une valeur abstraite & chaque nom de variable. Aucun domaine abstrait
n’est requis pour abstraire le tas : nous ne cherchons pas & analyser finement le contenu
des tableaux dans cette analyse. Un état abstrait est une fonction qui associe a chaque
point de programme une pile abstraite et un ensemble abstrait de variables locales. La
concrétisation correspondante est définie par

sti(p) = (61 e en,lﬁ)
Yewan(st) = ¢ (Pyhyvisezvn, ) | vi € vigelen), . vn € Vi (en)
le YI}_}ocalVar(lﬁ)
La concrétisation des variables locales est paramétrée par un tas h car les variables

locales abstraites contiennent des valeurs abstraites dont la concrétisation nécessite
elle-méme un tas h.
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8.1.3 Décompilation des expressions

Le domaine Expr[Val®] permet de décompiler les expressions utilisées dans les pro-
grammes sources. Ce domaine est ainsi constitué d’expressions syntaxiques formées
d’opérateurs binaires et unaires du langage source, de constantes numériques, de va-
riables mais aussi de valeurs abstraites. De telles valeurs abstraites apparaissent lorsque
la, décompilation d’une expression n’est plus possible, ou inutile pour la suite de ’ana-
lyse.

Exemple 15. Un exemple de construction et d’utilisation de ces expressions est pré-
senté dans la figure 8.3. Avant le point de programme 7, la variable § est initialisée qvec
une valeur numérique quelconque, tandis que la variable i vaut 100. Les instructions
sutvantes construisent l'expression j+i afin de pouvoir évaluer la garde de 'expression
conditionnelle if (+i>3) { .. }. En empilant sur la pile d’opérandes abstraite les ex-
pressions (var j), (var i) puis (binop + (varj) (var i)), nous sommes ainsi capables
d’inférer que la valeur numérique située en téte de pile avant le point de programme 11
est égale a la somme des valeurs présentes dans i et 3. Cela nous permet de raffiner les
valeurs possibles de la variable j aprés le point de programme 11. Sans cette technique
nous serons seulement capables d’inférer que les deur valeurs en sommet de pile au ni-
veau du point 11 sont dans les intervalles [—oo,+o0] et [100,100]. Aucun raffinement
sur la variable 7 ne serait alors possible.

L’ordre imposé sur les expressions dépend de 'ordre pris sur le domaine des valeurs
abstraites de Val®. Deux expressions sont en relation pour cet ordre si elles ont la méme
structure et si les valeurs abstraites de chaque position de I’expression sont en relation
pour Ty L'ordre Ty est formellement défini par les régles inductives suivantes :

n=m X = y
(const n) Crypy (const m) (var x) Cgxpr (var y)
V% Eval Vﬁz op1 =o0p; €1 Lpxpr €2
(abs v%) Crxpr (abs vﬁz) (unop op; €1) Egxpr (unop op; e2)

op; =o0py €1 Lpxpr €2 €3 Epxpr €4
(binop opq ey €3) Egxpr (binop op, €3 e4)

La fonction de concrétisation de ce domaine abstrait dépend de la fonction de concré-
tisation yvy utilisée pour le domaine Val des valeurs. La concrétisation de certaines
expressions n’a de sens que pour un tas h et un ensemble de variables locales 1 donnés.
Nous utilisons donc une fonction de concrétisation paramétrée par deux éléments quel-
conques h et 13. La fonction de concrétisation yya, est elle-méme paramétrée par un

3Bien que nous utilisions ici des concrétisations paramétrées, nous ne pouvons pas appliquer les
techniques du chapitre 7 sur cette analyse. En effet, yrxpr n’est pas monotone vis & vis de son parameétre
L : par exemple

h,l h,l[x—v]
yEXpr(Var X) Z yExp: Y (VaI‘ X)

si v # 1(x). Il s’agit donc d’une abstraction trop relationnelle sur Tas x LocalVar x Val pour pouvoir
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exemple source
int i = 100;
int j = Input.read_int();
if (3+i>3) { .. }
version bytecode

// [Jj—[-00,+00] ; 1+ [100,1001]]
/] <>

7 : iload j
// [j— [-00,+00] ; 1+—[100,1001]]
// <(var j)>

8 : iload i
// [j—[-00,+00] ; 1i+—[100,1007]
// <(var j)::(var i)>

9 : iadd
// [j— [-00,+00] ; 1+—[100,1001]]
// <(binop + (var j) (var i))>

10 : ipush 3
// [j—[-00,+00] ; 1i—[100,1001]]
// <(binop + (var j) (var 1))::(const 3)>

11 : if_icmple 16

// [j—[-96,+00] ; 1i—[100,100]]
/] <>

Fic. 8.3 — Exemple d’analyse
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tas h car le domaine des valeurs abstraites contient le domaine des références abstraites
et car ce dernier nécessite une telle concrétisation paramétrée. La figure 8.4 propose la
définition de cette fonction ygxpr.

vyl Expr[Valf] — P (Val) avec | € LocalVar, h € Tas
hl _ 1
’YExpr (COI’lSt m) - { (num m) J
Vi (var x) = {1x) }
ylﬁ;}pr (abs Vﬁ) = ’y}\}al(\)ﬂ)

YPEL;}pr (unop taille e) = (num a.taille) | (ref loc) € Y}E‘;}pr(e), h(loc) = a }

Vi (mmop — €)= { (num (—n)) | (num n) € vy, (e) }

num mq) € YExpr el
num ny) € VExpr e

)
)

num njq GYExpr e1) }
)
3
)

(num (ng +mny)) E ) E
( ) (
(num ny) € YExpr(ez
( ) (
( ) (

’Y]}Elgilpr (banP + e 62) =

vl (binop — ejez) = 4 (num (ny —mny))

num niy) € YExpr eq
num ny) € ’YEXpr ey

(ref loc) € yEXFr (e1), h(loc) =a }
(num n) € vAL (e)

(num (ng x nzJ)

— " A

YEXpr (banp X e eZ) =

yE;}pr (binop tab ey e2) = { (num (a[n])) ’

FIG. 8.4 — Fonction de concrétisation pour le domaine Expr[Valf]

8.1.4 Spécification, calcul puis post-traitement de la sémantique abs-
traite

L’analyse est ensuite spécifice comme la solution st? d’un systéme d’inéquations,
chaque inéquation étant associée & une instruction du programme. La figure 8.5 présente
quelques unes de ces inéquations. Nous ré-utilisons ici la technique d’analyse arriére des
tests, telle que nous l'avons présentée dans le chapitre 5 sur 'analyse du langage WHILE.
Nous ré-utilisons notamment Uopérateur [-]|%.,, d’analyse arriére des tests.

Les solutions de ce systéme nous donnent des invariants mémoires attachés a chaque
point du programme. Un simple parcours de ces invariants permet ensuite de vérifier si
aucun état d’erreur ne pourra étre atteint au cours de I’exécution du programme. Nous
caractérisons pour cela I'ensemble PredErreurp C P(Etat) des états prédécesseurs de
I'état Q.

PredErreurp & { st € [P] I'st =»p Q}

utiliser notre technique. L’analyse de la section 8.3 proposera un meilleur cadre d’application pour le
chapitre 7.
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instrAt(py, Tpush n,pa)  sté(p1) = (sh, 15,)
stf(py) 3 <(const n): s%] ,1%1)

instrAt(pq,If icmplt p,p2) st¥(p1) =(exuer: s%] ,1%1)
st9(p) 2 (shy, [er < eallfese (1))
instrAt(py,If_icmplt p,p2) stf(pr) =(exzeq: s%«,] ,1%1)
t(p2) 3 (shy, [e1 = ealllie (15,))

Fia. 8.5 — Quelques unes des inéquations associées aux instructions d’un programme

Nous programmons ensuite (toujours en Coq), un vérificateur d’invariants abstraits
verif € Etat® — bool qui assure qu’aucun état prédécesseur de Q ne peut étre atteint :

Vst? € Etatf, verif(st’) =T = ypas(st?) N PredErreurp = 0

En notant [P]* la solution du systéme d’inéquations calculée par nos solveurs itératifs
(3 base d’élargissements et de rétrécissements puisque nous utilisons une abstraction
numeérique par intervalles), nous avons

P* C Yigar ([P]F)

Combiné avec verif nous obtenons ainsi un outil certifié qui assure la sireté d’un pro-
gramme, lorsqu’il répond T :

verif ([P]*) = T = Sar(P)

8.1.5 Expériences

La figure 8.6 présente les invariants calculés sur 'exemple présenté précédemment.
Pour plus de lisibilité nous présentons une partie des invariants calculés au niveau du
bytecode, en les replagant (& la main) au niveau du programme source. Les invariants
permettent de démontrer que ce programme est sir (la fonction verif renvoie T). L’ana-
lyse infére en effet que les indices i et j restent dans des intervalles borneés ([0, 19] pour
i et [0, 18] pour j) au moment de leurs utilisation pour accéder au tableau t. Le temps
de calcul de 'analyseur extrait sur cet exemple d’une centaine de bytecode est inférieur
a une seconde. Nous avons expérimenté cette analyse sur d’autre programmes de ma-
nipulation de tableau (le tri par tas, le tri rapide, le produit de polynome, I’algorithme
Floyd-Wharshall et le produit de convolution de vecteurs). Les temps de calculs pour ces
programmes sont tous inférieurs a une seconde (pour un nombre de bytecodes oscillant
entre 100 et 400), mais seul le produit de convolution est prouvé sir. Pour les autres
programmes, il nous faut avoir recours a un solveur externe (qui gére mieux les boucles
imbriquées) pour prouver la stireté. Le post-point fixe calculé par le solveur externe est
néanmoins vérifié par notre analyseur certifiée, ce qui assure la correction sémantique
du résultat.
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/) [J - U ;onoe U ;i Uu ; te U ]/
n = 20;
/) [ U ;e [20, 20]; i— Uu ; te U ]
int[] t = new int[n];
/) [3— U ; ne [20, 20]; i— U ; t— int[20, 20]]
Input.init ();
/) [J - U ; ne— [20, 20]; i— [ 0, 20]; tw— int[20, 20]]
for (i=0;i<n;i++) {
/) [J U ; ne— [20, 20]; i— U ; teoant[20, 20]]
t[i] = Input.read_int();
/) [3— U ; ne [20, 20]; i— [ 0, 19]; t— int[20, 20]]
}i
/) [J - U ; ne— [20, 20]; i [20, 20]; tw— int[20, 20]]
Tab.print_tab(t);
/) [i U ;o [20, 20]; i— [ 0, 20]; tw— int[20, 20]]

for (i=0; i<n-1; i++) {
/) [3— topV ; nw [20, 20]; i— [ 0, 18]; t— int[20, 20]]
for (j=0; j<n-1-i; Jj++)
J/) [ [ 0, 18]; n— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
if (£[3+1] < t[3]) |
J/ [3= [ 0, 18]; nw— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
tmp = t[Jl;
J/) [iw— [ 0, 18]; nw— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
tljl = tlJ+11;
J/ [ [ 0, 18]; nw— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
t[j+1] = tmp;
J/ [3= [ 0, 18]; nw— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
}
J/ [iw— [ 1, 19]; nw— [20, 20]; i— [ 0, 18]; tw— int[20, 20]]
}i
/) [i— topV ; ne [20, 20]; iw— [19, 19]; t— int[20, 20]]
Tab.print_tab(t);
/) [J— topV ; nw— [20, 20]; iw— [19, 19]; tw— int[20, 20]]

FiG. 8.6 — Résultat de ’analyse du tri bulle, réinjecté dans le programme source. Les
accés au tableau t sont ainsi démontrés comme étant tous valides.
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8.2 Analyse de classe inter-procédurale

Nous présentons maintenant une analyse inter-procédurale consacrée a la couche
objet du langage Java.

8.2.1 Sémantique

Par rapport a4 I'analyse précédente, nous ne traitons plus des tableaux, mais nous
gérons cette fois la manipulation des objets, les appels et retours de méthode. Nous
rajoutons pour cela cinqg instructions :

— new cl pour créer un nouvel objet de classe cl dans le tas et placer une référence

& cet objet en téte de pile,

— putfield f pour modifier le champ f d’un objet dont la référence se trouve en
deuxiéme position sur la pile, la nouvelle valeur du champ se trouvant en premiére
position sur la pile,

— getfield f pour placer la valeur du champ f d’un objet dont la référence se trouve
en premiére position sur la pile,

— invokevirtual migq pour réaliser un appel virtuel de la méthode myq en déterminant
dynamiquement quelle implémentation de miq utiliser, en fonction de la classe de
I'objet en téte de pile,

— return pour terminer I'exécution de la méthode courante et transférer le résultat
a la méthode appelante.

Un programme est désormais constitué d’une liste de classes. Chaque classe posséde un
nom, une liste de noms de champs (les champs déclarés pour cette classe) et une liste
de méthodes. Une méthode comprend un nom, son nombre d’arguments et une liste
d’instructions.

Le domaine sémantique correspondant a ce langage de bytecode est maintenant de
la forme suivante.

Val = num n nez
| refloc loc € Reference
| null

Pile = Val*

LocalVar = Var — Val
EtatLocal = P x NomMethode x LocalVar x Pile

PileAppel = FEtatLocal*
Objet = NomClasse x (NomChamp — Val)
Tas = Reference — Objet
Etat = Tas x EtatLocal x PileAppel

Un tas est désormais une fonction partielle entre adresses mémoires et objets. Chaque
objet posséde une classe et une fonction partielle associant noms de champs et valeurs.
La nouveauté majeure concerne 'apparition d’une pile d’appels dans les états. Un état
est maintenant de la forme ((h, (m,pc,1,s), sf)) avec h un tas, (m,pc,1,s) Iétat local
courant et sf une pile d’appels comprenant une liste d’états locaux. Un état courant
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comme (m,p,l,s) est constitué du nom de la méthode courante m, du point de pro-
gramme courant p, d’un ensemble de variables locales 1 et d’une pile d’opérandes s.
Les états locaux en suspens dans la pile d’appels correspondent aux différents contextes
d’appel de méthode qui ont mené jusqu’au point d’exécution courant. Avec un tel do-
maine sémantique, la régle sémantique associée & l'instruction Ipush devient

instrAt(m, pe, Ipush n)
(h, (m, pc, L s), sf) —p (h, (m, pc + 1,1, (num n) = s), sf)

Toutes les instructions intra-procédurales du langage de bytecode présentées dans la
section précédente s’adaptent de la méme facon & cette version inter-procédurale de la
sémantique. La gestion des objets est modélisée par les régles sémantiques suivantes.

instrAt(m, pc,new cl)
dc € classes(P) avec NomClasse(c) =cl (h’,loc) = newObject(cl, h)

{(h, (m, pe, 1, s), sf ) —p (h', (m,pc+ 1,1, loc == s), sf)

instrAt(m, pc, putfield f) h(loc) =0 o’ =o[f — V]
{(h, (m, pe,L,v zloc = s), sf) —p (hlloc — o], (m,pc+1,1s), sf)

instrAt(m, pec, getfield f) h(loc) =o
{(h, (m, pc, L, loc == s), sf)) —p ((h, (m,pc+ 1,1, valChamp(o, f) = s), sf))

classes(P) représente ’ensemble des classes déclarées dans le programme P. L’expression
newObject(cl, h) représente un nouveau tas h’ et une nouvelle adresse mémoire loc’
telles que h/ est une copie du tas h auquel on a ajouté un nouvel objet de classe cl a
l’adresse loc’. La fonction valChamp permet d’accéder a la valeur du champ dun objet.

Les seules régles modifiant la pile d’appels sont celles qui concernent ’appel et le
retour de méthodes.

instrAt(m, pe, invokevirtual M)
h(loc) = o m’ = methodLookup(M, class(o))
f'=(m’' 1,V,¢) " = (m, pe, ,s)

{(h, (m, pc,Lloc = Vis), sf) —p (h,f/, " sf)

instrAt(m, pe, return f)
{(h, (m,pe,Lvs), (m/ pc’ UV s’) = sf)) —p (hy(m/ pc’ + 1,1, vis!) sf)

Une instruction invokevirtual M ou M est un nom de méthode ne peut s’exécuter que
sur un état de la forme ((h, (m, pc,1,loc :: V i 's), sf)) ou V est une liste de paramétres
pour la méthode appelée. La méthode appelée est calculée dynamiquement en utilisant
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la classe de I'objet pointé par la référence placée en téte de la pile d’opérandes. Cette
résolution dynamique est réalisée en parcourant la hiérarchie de classes du programme
P. La recherche commence au niveau des méthodes de la classe de 'objet o : si aucune
implémentation de M n’y est trouvée, la recherche est relancée sur la super-classe,
et ainsi de suite. Puisque que nous considérons des programmes complets (toutes les
classes nécessaires a ’exécution sont présentes dans le programme), cette recherche
peut étre tabulée en associant statiquement & chaque identificateur de méthode M et
chaque classe ¢ 'implémentation de la méthode associée. Ce type d’optimisation a déja
été formalisé dans un de nos précédents travaux | |. Nous nous contentons de
supposer ici qu'une telle tabulation est fournie avec le programme P. Lorsque le nom
m’ de la méthode a appeler est trouvé, un nouvel état local est créé avec le premier
point de programme de la méthode, un ensemble de variables locales initialisé avec les
paramétres V et une pile d’opérandes vide. L’ancien état local est placé en téte de la
pile d’appels, en supprimant auparavant (ref loc) :: V de la pile d’opérandes.

Une instruction return se contente de restaurer le premier état local de la pile d’ap-
pels, en passant au point de programme suivant ’appel et en empilant le résultat de
la méthode (la téte de la pile d’opérandes de lancien état local) en téte de la pile
d’opérandes du nouvel état local.

8.2.2 Domaines abstraits

Le domaine abstrait proposé pour cette analyse est décrit par les définitions sui-
vantes.

Numf := ZI Ref® := P(NomClasse)
AT
Valt = (Refﬁi —I—Numﬁ)I Pilef = (Vadti )L
LocalVart := Var — Valf Objet? := NomChamp — Val®
Tas® := NomClasse — Objet?
Etat? := Tas® x (NomMethode xP — LocalVarﬁ)

x (NomMethode x P — Pile?)

Le domaine abstrait des valeurs numériques est le treillis des constantes de Kildall.
Une référence est abstraite par la classe de I'objet auquel elle se référe dans le tas.
Une abstraction d'un ensemble de référence est donc un ensemble de noms de classes.
Les domaines des valeurs, des piles d’opérandes et des variables locales sont les mémes
que dans l'analyse précédente (on conserve la méme structure que dans le domaine
concret). L’analyse utilise cette fois une abstraction non triviale du tas : une fonction
entre noms de classes et objets abstraits, chaque objet abstrait étant une fonction entre
noms de champs et valeurs abstraites. Cette abstraction consiste & réunir tous les objets
possédant la méme classe en un seul objet abstrait. La figure 8.7 présente un exemple
d’utilisation de cette abstraction.

Le domaine global est un produit de trois domaines. Le premier domaine correspond
a ’abstraction du tas. Il s’agit ici d’'une analyse du tas insensible au flot puisqu’un seul
tas abstrait est calculé pour tout le programme. Les deux autres domaines correspondent
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tas tas abstrait
classt.fq | vq
loc;y
classy.fr | vo
locy | classy.f3 | vo classy | classy.f1 | o ({v1,v4})
classy.f4 | v3 class1.f2 | a ({v2,vs})
locs | classq.f1 | va classy | classy.f3 | « ({v2,ve})
classy.f | vs classy.fy | o ({vs,v7})
locg | classy.f3 | vg
classy.f4 | vy

Fic. 8.7 — Exemple d’abstraction du tas

a I'abstraction de la pile d’opérandes et aux variables locales. Il s’agit cette fois d’une
analyse sensible au flot : pour chaque instruction (repérée par un couple (m,pc)) on
attache une pile abstraite et des variables locales abstraites. Le treillis final vérifie la
condition de chaine ascendante.

8.2.3 Spécification de la sémantique abstraite

La nature du domaine abstrait incite & présenter la spécification de ’analyse sous
la forme d’un systéme d’inéquations portant sur un tas abstrait H? et un ensemble
de piles abstraites (Sgn)pc) et de tableau de variables locales abstraites (Lgn,pc> avec
(m, pc) les différentes positions du programme ou 'on trouve une instruction. Nous
présentons maintenant trois exemples d’inéquations, les autres pouvant étre consultées
dans l'annexe de | |-

— une instruction putfield f placée en un point (m, pc) sera associée a l'inéquation

si s%,pc = = loct s alors

s Cpile S, o1

I-@m‘pc CLocalVar Lm,pc+1
Vel € loc?, Lyslel = Lopjes[f — V]| Cryyg HF

— pour une instruction return placée en un point (m,pc), nous utilisons simplement
I'inéquation
1 N
Stpe EPile Sm,ﬁn(m)
ot fin(m) est un point de programme artificiellement ajouté & la méthode m afin

d’y réunir toutes les piles d’opérandes abstraites atteintes aux différents points de
retour de la méthode,
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— pour une instruction invokevirtual M en un point (m,pc), nous utilisons

si Sﬁmypc o e v% Ll vﬁTL = st alors

Vel € loct, si s =

ol
m/ fin(m’) ret, -+ Sret alors
LTin,pc C LocalVar Lgnvpch
vE i s® Epie S‘fn,pcﬂ
J—LocalVar [O = {CZ}’ 1= V%, ce, VEI] ELocalVar LEn/J
nil¥ Cpie S5 4

avec m’' = méthodLookup(M, cl)

8.2.4 Expériences

Cette analyse sert essentiellement & raffiner la connaissance sur le graphe de flot
de controle d’un programme Java. Elle permet en effet de calculer statiquement une
approximation de la résolution des appels virtuels. Si au moment d’un appel virtuel,
I’abstraction de l'objet en téte de pile est un singleton, nous pouvons « dévirtualiser »
cet appel puisque nous connaissons alors statiquement sa cible. Ce type d’information
a de multiples applications : on optimise le programme en remplacant certains appels
virtuels par des appels statiques, on peut « inliner » certaines méthodes pour améliorer
certaines analyses statiques insensibles aux contextes, ...

La figure 8.8 présente un exemple! de programme ot les cibles des appels virtuels
sont a priori multiples puisque la fonction foo est définie dans chacune des classes a, B
et c.

Le résultat de l'analyse sur le programme de bytecode correspondant est quant a
lui présenté dans la figure 8.9. Entre chaque ligne d’instructions, nous faisons figurer la
pile abstraite et les variables locales abstraites du point de programme courant.

Gréce a cette analyse, les appels virtuels de la méthode foo sont statiquement réso-
lus. L’analyse inter-procédurale réalisée permet alors de calculer statiquement le résultat
final du programme principal.

8.3 Analyse de référence modulaire

L’analyse précédente regroupe dans le tas abstrait tous les objets possédant la méme
classe. Il s’ensuit que, si 'on accéde aux champs d’un objet, on récupére une approxi-
mation de tous les champs des objets de méme classe. On perd ainsi beaucoup d’in-
formations. Pour gagner en précision, nous proposons de partitionner le tas, non plus
selon les classes des objets, mais selon leurs points de création. Une référence est alors
abstraite par le point de création de ’'objet auquel elle réfere. Le programme du nouvel
analyseur est similaire au précédent (on manipule désormais des points de programme &
la place de noms de classes), mais il est tres difficile d’adapter aussi facilement la preuve
de correction (notamment parce qu’il faut désormais raisonner sur les traces partielles

“Cet exemple est issu d’un exposé de Barbara G.Ryder | | sur I'analyse de référence dans les
langages a objet. Les invariants donnés sont ceux calculés par notre analyseur extrait.
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static int main () {
B bl = new B()
A al = new A()
return bl.f (bl

7

4
)+bl.g(bl);
}
class A {
static void f (A a2){ return a2.foo();}
static void g (B b2) {
B b3 = b2;
b3 = new C();
return b3.foo();
t
int foo(){ return 0O;}
}
class B extends A{
int foo() { return 1;}
}
class C extends B{
int foo() { return 2;}

}

FiG. 8.8 — Programme source pour ’exemple d’analyse de classe

accessibles, plutot que sur les états accessibles, voir 'exemple 14 du chapitre 7). Cette
difficulté a motivé nos travaux sur la construction modulaire de preuves de correction
d’analyse, présentés dans le chapitre 7.

Cette technique de preuve du chapitre 7 a été expérimentée sur un langage de
bytecode similaire & celui de la section précédente, mais sans appel et retour de méthode.
L’analyse ainsi formalisée est beaucoup plus modulaire que la précédente. Elle calcule
des invariants sur les états accessibles, pour chaque point de programme. Le domaine
abstrait est de la forme

Etat! =P — (Tausjj x LocalVar? x Pileﬂ)

avec Tas!, LocalVarf et Pile! des domaines abstraits génériques pour le tas, les variables
locales et la pile d’opérandes. Cette analyse est paramétrée par cing connections géné-
riques (pour les valeurs, les piles d’opérandes, les variables locales, les objets et les tas)
et deux abstractions de base (une abstraction numérique et une abstraction paramétrée
pour les références). Nous avons développé plusieurs instanciations possibles pour les
différentes connections de I'analyse :
— Entiers : abstraction par le type, abstraction des constantes, signes et congruences,
— Références : abstraction par la classe (comme dans la section précédente) et abs-
traction par le point de création,
— Valeurs : somme des abstractions numériques et des abstractions de références,
plus éventuellement des constantes abstraites pour représenter la valeur null, une
valeur non initialisée, efc...
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main A.foo
<> [l—Dbot; 0—Dbot] bot [O—Dbot]
0 : new B 0 : push O
<{B}> [1—bot; 0—bot] bot [O—Dbot]
1 store 0 1 : return
<> [l—bot; 0= {B}] bot [O—Dbot]
2 : new A B.foo
<{A}> [l—bot; 0— {B}] <> [0— {B}]
3 store 1 0 : push 1
<> [1—{A};0—{B}] <{1}> [0—{B}]
4 load O 1 : return
<{B}> [1—={A};0—{B}] <{1}> [O—Dbot]
5 load 0 C.foo
<{B}::{B}> [1—{A}; 00— {B}] <> [0 {C}]
6 invokevirtual £ 0 : push 2
<{1l}> [1—{A};0—{B}] <{2}> [0—{C}]
7 load O 1 : return
<{B}::{1}> [1—{A}; 00— {B}] <{2}> [0O—Dbot]
8 : load O
<{B}::{B}::{1}> [1—{A}; 0= {B}]
9 : invokevirtual g
<{2}::{1}> [1—{A}; 00— {B}]
10 : numop plus
<{3}> [1—{A};0—{B}]
A.f
<> [0—{B};1—{B}]
0 load 1
<{B}> [0—={B};1—({B}]
1 invokevirtual foo
<{11}> [0—{B};1—{B}]
2 return
<{1l}> [O—bot;1l—bot]
A.g
<> [2—bot; 0— {B};1— {B}]
0 load 1
<{B}> [2—bot; 0= {B};1—{B}]
1 store 2
<> [2—={B};0— {B};1— {B}]
2 : new C
<{C}> [2—{B};0—{B};1—{B}]
3 store 2
<> [2—={C}; 00— {B};1—{B}]
4 load 1
<{B}> [2={C};0—={B};1—={B}]
5 load 2
<{C}::{B}> [2—{C}; 00— {B};1—{B}]
6 invokevirtual foo
<{2}::{B}> [2—={C}; 00— {B};1—{B}]
7 return
<{2}::{B}> [2+—Dbot;0—bot; 1—bot]

Fia. 8.9 — Exemple de programme bytecode analysé
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— Piles d’opérandes, variables locales, objets : nous proposons le choix entre une abs-
traction structurelle (qui mime la structure concréte) ou une seule valeur abstraite
pour représenter tous les éléments de la structure®,

— Tas : il s’agit de la connexion la plus difficile. Nous proposons une abstraction de
la forme P — Objetf avec P un ensemble fini. Le domaine abstrait des références
doit alors étre de la forme P(P) pour pouvoir étre utilisé avec cette connexion
générique.

Ce cas d’étude témoigne de l'intérét des techniques modulaires de preuves pour

proposer une gamme d’analyses certifiées, s’étalant entre précision et efficacité, au lieu
d’une seule analyse difficilement modifiable. Dans ce cas précis, modulariser ’algorithme

de Panalyseur était facile, mais modulariser sa preuve de correction était beaucoup plus
difficile.

8.4 Analyse d’usage mémoire

La derniére analyse a laquelle nous nous sommes intéressé est une analyse d’usage
mémoire.

8.4.1 Une sémantique de traces partielles

Nous considérons un langage de bytecode avec manipulations d’objets et de tableaux,
et avec des appels et des retours de méthodes (ce langage est en quelque sorte 'union
des différents langages présentés dans ce chapitre).

Le but de cette analyse est de prouver que I'exécution d’un programme ne contient
qu’un nombre fini d’allocations. Nous considérons pour cela une sémantique de traces
partielles.

S0 € So N\

P] = Sy Etat™ )
[P] {SO 51 Sn & btat Vk <, 3, sk —i Sk

} € P(Etat™)
Nous noterons Trace ’ensemble des traces partielles (Etat™). Un programme aura une
utilisation mémoire bornée s’il vérifie le prédicat suivant

MemLim(P) ¥ IMaznew, Vt € [P], [thew < Mazyew

[tlhew désigne ici le nombre de fois ot une instruction new est exécutée dans la trace
partielle t.

8.4.2 Algorithmes et domaines abstraits

I’analyse & laquelle nous nous sommes intéressé utilise un simple algorithme de
parcours de graphe. Le défi scientifique concerne ici davantage la preuve de correction
que ’algorithme. Nous présentons notre algorithme comme un enchainement d’analyses
calculant des approximations correctes de I'’ensemble de traces partielles accessibles par
un programme. Nous présentons maintenant ces quatre sous-analyses.

5Ce type d’abstraction, bien qu’assez brutale, est parfois utilisée pour accélérer le calcul des analyses.
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1. Pour chaque méthode m, nous calculons une approximation des ancétre de m :

I’ensemble des méthodes qui appellent m directement (appel & m) ou indirecte-
ment (appel & une méthode qui appelle elle-méme m). Le treillis considéré est de
la forme

(NomMethode — P(NomMethode), C,U,N)

avec une concrétisation définie par

Yane :  (NomMethode — P(NomMethode)) — P(Trace)

X s 4t € Trace | PO tout ((h, (m,pc,1,s),sf) dans t
pour tout m’ apparaissant dans sf, m’ € X(m)

Nous notons [[P]]&nC le résultat de cette analyse.

. Gréce a ce calcul, nous calculons une sur-approximation de l’ensemble des mé-

thodes qui sont dans un cycle d’appels potentiellement récursifs (ou accessibles
depuis un tel cycle). Le treillis considéré est simplement

(P(NomMethode), C, U, N)

Pour une méthode m donnée et une trace partielle t, nous disons (et notons
PileAppelSur(m, t) ce prédicat) que m est toujours exécutée avec une pile d’appel
stire dans la trace t si pour tous les états de t, de la forme ((h, (m, pc,1,s), sf)), m
n’apparait pas dans la pile d’appel sf, et toutes les méthodes de sf sont distinctes.

YuutRee - P(NomMethode) — P(Trace)
o | pour tout m € NomMethode, si m ¢ X,
X {t € Etat alors la propriété PileAppelSur(m,t) est vérifiée

Nous notons [[P]]?\/MRQC le résultat de cette analyse.

. Nous calculons ensuite les boucles intra-procédurales. Pour chaque méthode m

et chaque point de programme pc de m, nous calculons une sur-approximation
[[P]]%red(m, pc) de ensemble des points de programmes de m qui sont atteint avant
(m, pc) au cours d'une exécution de m (les prédécesseurs de (m,pc)). L’analyse
opére donc sur le treillis

(NomMethode x P — P(P), C,U,N)
avec une concrétisation définie par

YpPred : (NomMethode x P — P(P)) — P(Trace)
pour tout préfixe t’ :: (h, (m, pc, 1, s), sf)) de t,
X — ¢t e Trace| si PileAppelSur(m, t)
alors courant(t’,m) C X(m, pc)

avec courant(t’, m) ’ensemble des points de programmes qui apparaissent dans
lexécution courante de m, dans la trace t'.
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4. Nous calculons ensuite une sur-approximation de l’ensemble des méthodes qui
sont appelées directement ou indirectement depuis une zone de boucle intra-
procédurale (zone détectée grace a 'analyse [Pﬂ%red). Le treillis associé est encore
une fois

(P(NomMethode), C, U, N)

Etant données deux méthodes m et m’ et une trace partielle t, notons par
UnAppel(m, m’, t) le fait que m est appelé au plus une fois dans chaque exécution
de m’, dans la trace t. La concrétisation de cette analyse (appelée [[P]]&ppelBoude)
est alors définie par

YappelBoucle : P (NomMethode) — P(Trace)

pour tout préfixe t’ = (h, (m, pc,1,s), sf) de t,
si PileAppelSur(m,t) et m &€ X,

alors pour tout méthode m’,

UnAppel(m, m/, t) est vérifié

X < te Trace

Toutes ces analyses sont facilement programmables & 'aide d’algorithmes de parcours
de graphe. Pour les inscrire dans le cadre théorique retenu dans nos travaux, nous
les spécifions a 1’aide de systémes d’inéquations. Nous profitons ainsi de la, méthode
de preuve résumeée en introduction pour accomplir la preuve de correction vis & vis
de la sémantique de traces partielles. Le calcul de [[P]]inc est par exemple simplement
caractérisé par la contrainte

(m, pc) : invokevirtual mip m’ € implem(P, mp)
[PTne(m) U {m} C [PT ()

avec implem (P, mp) une sur-approximation de I’ensemble des méthodes susceptibles
d’étre atteintes par 'appel virtuel invokevirtual myp (information grossiérement obtenue
par un parcours de la hiérarchie de classe).

La derniére étape consiste & utiliser les résultats précédents pour vérifier 'usage mé-
moire du programme. Il nous suffit pour cela de parcourir ’ensemble des points (m, pc)
ot une allocation est réalisée (avec une instruction new%) et de vérifier la conjonction
des trois condition suivantes

- m¢g IIP]]i/[utReC : m n’est pas dans une boucle inter-procédurale d’appels récursifs

(éventuellement mutuels),

-m ¢ [[P]]ippelBoucle : m n’est jamais appelé depuis une zone de boucle intra-

procédurale,

- pc & [[Pﬂ%red : I'instruction en (m, pc) n’est pas dans une boucle interne.

La partie la plus difficile de ce cas d’étude concerne la preuve de correction de cette
derniére étape. Il nous faut montrer qu'un programme passant avec succes les tests
abstraits attachés & chacune de ses instructions new, vérifie le prédicat MemLim. Le
raisonnement suit les étapes suivantes, en ne considérant que les méthodes qui vérifient
les tests précédents :

5Nous confondons ici allocation d’objet et allocation de tableaux.
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1. le nombre d’occurrences d’une instruction new dans une trace partielle t est carac-
térisé comme la somme sur toutes les méthodes et tous les point de programme du
nombres [ther. d’occurrence de I'instruction new dans t et dans un état positionné
en (m, pc)

vt € [P, [thew = )_ [thed
m

2. grace aux hypothéses faites sur le résultat de 'analyse, ce nombre [t|5en’ est majoré

par le nombre d’exécutions de m dans la trace t (noté Erec(m,t))

vVt € [P], [thek¢ < Erec(m,t)

new

3. toujours sous les méme hypothéses, nous prouvons une relation entre les différents
Ezec(m,t), m € NomMethode.

Ezec(m,t) < Z Ezec(m',t) - Maz;,yore(m’).
me Appel(m/)

avec Appel(m’) I'ensemble des méthodes appelées par m’ et Maz;yvokevirtual (')
le nombre d’instruction invokevirtual apparaissant dans m’,

4. cette derniére relation nous permet de prouver ’existence d’une borne MaZexec
pour Exec(m,t)

vVt € [P], Ezec(m,t) < Mazexec

5. tous ces résultats nous permettent finalement de borner [tlhew

vVt € [P], Ithew = Z [tk < MethodMazp - PointProgMazp - Maz i nyoxe

new
m,pc

avec MethodMazxp le nombre de méthodes dans le programme P et PointProgMazp
le nombre maximum de points de programme par méthode.

Il s’agit ici d’'une preuve’ purement sémantique qui demande des raisonnement combi-
natoires non triviaux pour le niveau de détail requis dans un assistant de preuve. Cet
exemple illustre les difficultés relatives a la derniére étape d’une analyse statique : tirer
parti des informations calculées pour prouver une propriété sur l’exécution d’un pro-
gramme (prouver qu’une optimisation est alors possible, qu'un certain type d’erreurs
ne pourra jamais se produire, efc...). Les algorithmes utilisés peuvent étre plus moins
complexes et reposent directement sur des propriétés sémantiques du langage. Le cadre
théorique est moins balisé que pour les étapes précédentes, ce qui explique, & notre avis,
ces difficultés.

"Plus de détails peuvent étre trouvés dans P’article [ | présentant cette analyse.
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8.4.3 Expériences

Cette analyse est assez restrictive, puisqu’elle rejette beaucoup de programmes va-
lides. Elle démontre néanmoins la capacité de notre cadre & raisonner sur des analyses
de natures variées.

Elle nous permet aussi de démontrer 'efficacité des structures de données employées
dans notre bibliothéque de treillis. Elle repose en effet sur la manipulations d’ensembles
finis. Ces ensembles sont codés comme des fonctions a valeurs booléennes, ce qui revient
a utiliser des représentations binaires portant des booléens dans leur feuilles. Nous avons
expérimenté 'efficacité de ces manipulations ensemblistes en testant cette analyse sur
des gros programmes. Nous utilisons pour cela un générateur aléatoire de programmes
en bytecode, qui construit des programimes de taille arbitraire. Les programmes générés
ne sont pas forcément cohérents (en particulier, ils ne passent pas le vérificateur de
bytecode Java) mais la simplicité de l'analyse (beaucoup d’instructions sont traitées
comme des instructions nop) nous permet de valider cette expérience : les temps mesurés
reflétent bien les temps de calcul sur des programmes bien formés de taille équivalente.
Les résultats mesurés sont donnés dans la figure 8.10. La premiére ligne présente une
évolution du temps d’exécution en fixant le nombre de lignes de bytecode par méthode et
en augmentant le nombre de méthodes. Dans la deuxiéme ligne, le nombre de méthodes
est fixé mais le nombre de lignes par méthode augmente. La premiére colonne présente
les temps d’exécution tandis que la deuxiéme présente ’occupation mémoire. Les temps
d’exécution sont trés bons : moins de deux minutes sont nécessaires pour analyser plus
de 100.000 lignes de code. L’occupation mémoire est moins bonne. Il serait sans doute
utile d’utiliser une représentation plus compacte pour les ensembles calculés par [[P]]ﬁpred,
car les éléments de ces ensembles sont souvent des entiers consécutifs.

8.5 Conclusions

Nous avons présenté différents cas d’études qui démontrent la capacité de notre
cadre & traiter des analyses variées pour un langage réaliste comme le bytecode Java.
La premiére analyse est une analyse d’intervalle pour assurer la validité des accés aux
tableaux. C’est le cas d’étude qui repose le plus sur le cadre génériques de notre travail
(notamment avec 'utilisation d’opérateurs d’élargissement et de rétrécissement). Afin
d’adapter I’analyse par intervalle des programmes WHILE au bytecode Java, nous avons
proposé une technique originale® de décompilation abstraite des expressions. Une ap-
plication de cette analyse pour le proof carrying code est en cours de développement
(nous y reviendrons dans les perspectives du chapitre 9). La deuxiéme analyse consti-
tue le premier cas d’étude abordé au cours de notre thése. Cette analyse est inspiré de
Panalyse proposée par René Rydhof Hansen | |. Ce travail a donné lieu & une publi-
cation | | (ainsi qu’a une version étendue | |). L’analyse d’usage mémoire
de la derniére section a elle aussi donné lieu & une publication | |-

8Parallélement a nos travaux, une technique similaire a été proposée par Martin Wildmoser, Amine
Chaieb et Tobias Nipkow [ ]
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Fia. 8.10 — Mesure de performance de ’analyse d’usage mémoire. La premiére ligne
présente une évolution du temps d’exécution en fixant le nombre de lignes de bytecode
par méthode et en augmentant le nombre de méthodes. Dans la deuxiéme ligne, le
nombre de méthodes est fixé mais le nombre de lignes par méthode augmente.
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Plusieurs aspects du langage Java ont été laissés de c6té : les exceptions, les sous-
routines et le parallélisme. Les exceptions nous semblent tout a fait abordables. Nous
avons déja entamé une extension de l'analyse de classe gérant les exceptions. Il nous
parait pour cela intéressant de définir une sémantique intermédiaire plus adaptée  ’ana-
lyse des exceptions que la sémantique standard. Les sous-routines posent un probléme
assez difficile & résoudre, alors que leur intérét pour le langage Java n’est forcément dé-
montrés. Gerwin Klein et Martin Wildmoser | | proposent déja une formalisation
compléte du traitement des sous-routines en Java. Le parallélisme constitue le dernier
morceau que nous n’avons pas du tout abordé pour l'instant.

Nous disposons au final de trois types d’analyses : une analyse numérique (4 base
d’intervalles), une analyse de classe” (pour raffiner le graphe de flot de contréle) et une
analyse d’usage mémoire. La combinaison de ces analyses serait sans doute intéressante
puisque I'analyse de classe permettrait d’améliorer ’analyse d’usage mémoire en enle-
vant certains cycles impossibles en raison des appels virtuels de méthode. Une analyse
numeérique serait aussi nécessaire pour compter le nombre d’allocations effectuées dans
les boucles. Une analyse relationnelle entre les variables du programme et la taille du
tas serait alors indispensable | |- Nous y reviendrons dans les perspectives de notre
travail de thése, au cours du prochain chapitre.

9Nous y incluons I’analyse modulaire de la section 8.3 qui permet d’optimiser la précision de Panalyse
de classe.
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Chapitre 9

Conclusions

9.1 Bilan sur nos travaux

La premiére étape de notre travail a été de proposer un cadre basé sur I'interprétation
abstraite et adapté a la preuve de correction et & 'extraction d’analyseurs statiques dans
I’assistant de preuve Coq. Nous avons choisi de ne pas utiliser la notion de connexion de
Galois dans nos travaux. Comme nous I’avons expliqué dans le chapitre 3, la construction
d’une connexion de Galois, méme la plus simple, est difficile en Coq. Cette difficulté
peut étre en partie expliquée par le fait que les connexions de Galois servent a relier
deux mondes de natures différentes : le monde logique de la sémantique concréte et
le monde de la sémantique abstraite, sur lequel les calculs de ’analyse sont réalisés.
Si le passage du second au premier ne pose pas de probléme (griace a une fonction de
concrétisation) le passage inverse est beaucoup plus difficile car le systéme de types
de Coq impose des restrictions fortes sur le construction d’objets informatifs & partir
d’objets logiques. Cette restriction est néanmoins nécessaire pour assurer la cohérence
du mécanisme d’extraction, outil que nous utilisons activement dans nos travaux. Nous
avons donc renoncé & utiliser la notion de fonction d’abstraction et nous nous sommes
concentrés sur les fonctions de concrétisation. La pertinence de ce choix a été démontrée
par les différents cas d’étude que nous avons été en mesure de proposer.

Pour ce qui concerne la partie plus algorithmique de 'interprétation abstraite, nous
avons fait moins de concessions. Nous avons ainsi été capables d’utiliser les techniques
d’accélération de convergence basées sur la notion d’opérateurs d’élargissement et de
rétrécissement. Ces techniques ont été présentées dans le chapitre 4. Disposer d’outils
génériques pour implémenter les analyses est définitivement une grande chance pour un
développement formel. Les cas d’étude que nous avons formalisés montrent que le plus
gros du travail réside ainsi dans la spécification d'une analyse, et non dans la résolution
de cette spécification (i.e. le calcul d’une solution d’un systéme d’inéquations).

Ces techniques génériques de calcul itératif demandent cependant de prouver, pour
chaque analyse, une propriété de terminaison. Ces propriétés requiérent les preuves les
plus techniques de notre travail. Elles constituaient a priori un frein important pour le
développement d’analyses certifiées par un utilisateur Coq néophyte. Notre démarche
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a alors été de proposer dans le chapitre 6 une librairie de foncteurs permettant de
construire de facon compositionnelle des treillis, munis d’un critére de terminaison. La
simple combinaison de foncteurs permet ainsi de prouver des propriétés de terminaison
extrémement techniques. Nous pensons qu’il s’agit 1a d’une contribution qui dépasse le
cadre des analyses statiques certifiées. Les preuves de terminaison constituent un pas-
sage souvent technique, mais néanmoins nécessaire, dans les assistants de preuve. Nous
proposons ici de placer ces preuves de terminaison au méme niveau que la construction
du domaine de base des algorithmes (dans notre cas, des treillis) et indépendamment des
calculs exacts effectués dans les algorithmes (dans notre cas, les inéquations spécifiant
la sémantique abstraite).

Cette librairie de treillis constitue néanmoins la seule véritable portion de dévelop-
pement Coq réellement réutilisable pour une large palette d’analyses et de langages de
programmation. Il nous est apparu beaucoup plus difficile de développer une construc-
tion modulaire, et indépendante d’une analyse et d’un langage, pour les preuves de
correction des spécifications de sémantique abstraite. Cette difficulté est notamment
apparue en essayant de découper la preuve de correction de nos analyses sur le byte-
code Java. Dans ce contexte, nous avons introduit la notion de foncteur de concrétisation
pour permettre l'utilisation de constructions génériques indépendantes de leur contexte
d’utilisation. Nous donnons cependant une solution partielle & ce probléme puisque la
technique que nous proposons dans le chapitre 7 reste cependant dédiée a un certain type
d’abstraction. Nous ’avons néanmoins appliquée & une analyse de références standard
pour un langage de bytecode objet comme Java. Une réflexion plus poussée est encore
nécessaire pour comprendre quel est le cadre d’application général de cette technique
pour les analyses relationnelles.

Nous avons finalement entrepris plusieurs cas d’études pour illustrer les différentes
techniques présentées dans cette thése. Tous ces cas d’études, présentés dans le chapitre 5
et dans le chapitre 8, sont basés sur la bibliothéque de treillis. La figure 9.1 récapitule la
taille de ces différent cas d’études, en nombre de lignes de Coq. Nous excluons & chaque
fois la partie dédiées aux treillis qui repose sur notre librairie. L’analyse modulaire du
langage WHILE comporte le plus grand nombre de lignes parce qu’elle contient plusieurs
abstractions numériques (intervalles, signes, congruences) « gourmandes » en preuve.

sujet ‘ nombres de lignes Coq
Librairie de treillis 13000
Analyse modulaire du langage WHILE 8500
Analyse de classe 6500
Analyse de référence avec preuve modulaire 4000
Analyse d’usage mémoire 5000
Analyse d’intervalle sur du bytecode 5000
‘ Total 42000

F1a. 9.1 — Nombre de lignes de Coq développées durant cette thése
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9.2 Perspectives

Nous présentons maintenant les perspectives de nos travaux.

Connexions de Galois L’utilisation des connexions de Galois semble actuellement
inadaptée a la logique de Coq. Ces structures ne nous ont, au final, pas trop manqué car
nous nous sommes concentrés sur la preuve de correction des analyses. Les connexions
de Galois proposent cependant une fonctionnalité fort utile. La possibilité de dériver la
définition d'un opérateur abstrait f# & partir de sa spécification optimale & o f o7y. Les
notes de cours de Patrick Cousot sur la formalisation d’un interpréteur abstrait pour
le langage WHILE proposent de nombreux exemples d’utilisation de cette technique. Le
niveau de détail qui y est donné laisse penser que nous ne sommes plus trés loin d’une
preuve vérifiable par un ordinateur. Encore faut-il disposer d’'un assistant de preuve
apte a raisonner sur ce type de déduction logique.

1l nous semble intéressant de proposer un assistant dédié a ce type de tache. Un
assistant basé sur la théorie des ensembles pourrait convenir, mais serait peut-étre encore
trop général pour la tache spécifique qui nous intéresse. Afin de conserver une bonne
fiabilité dans cet assistant, nous pourrions proposer un mécanisme de traduction des
raisonnements de cet assistant vers Coq. Cet assistant dédié permettrait de faire une
construction progressive de f# de la forme suivante

xofoy(x) = exp;

= ey
Cf empryq
-
Les étapes ot C? apparait indiquent une perte de précision. Il est intéressant de pouvoir
faire clairement apparaitre le moment précis ou de telles décisions sont prises. Pour
transformer ce raisonnement en une preuve Coq, nous ne gardons que le sens suffisant

pour la correction de f* :

xofoy(x) CF expq

Ct eTPy
Cf erprq
Cf fi(x)

Il nous faut ensuite éliminer les utilisations de la fonction d’abstraction, qui n’existera
plus dans la preuve Coq produite. Nous utilisons pour cela les propriétés des connexions
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de Galois. Le raisonnement précédent est ainsi équivalent a

foy(x) T vy(exp,)
C v(expy)

C yoff(x)

Nous obtenons alors une preuve, plus facile & traduire en Coq. Nous ne donnons ici que
I'idée de base de cette perspective de travail. Nous n’avons pas étudié en profondeur les
limites de ce type de transformation, ni la totalité des régles de déduction nécessaires
pour construire un tel assistant de preuve dédié.

Proof carrying code (PCC) Une application directe de nos travaux concerne le
proof carrying code | |. Cette technique permet a un utilisateur craintif de téléchar-
ger un programme accompagné d’une preuve. Cette preuve atteste que le programme
vérifie une certaine politique de sécurité. L’utilisateur dispose d’un outil de vérification
pour attester que la preuve est valide pour le programme fourni.

Rappelons que la preuve de correction de nos analyses suit essentiellement deux
étapes. La premiére consiste a définir un systéme d’inéquations pour spécifier la sé-
mantique abstraite de 'analyse. Nous prouvons ensuite que les solutions de ce systéme
sont des approximations correctes de la sémantique d’un programme. En notant Fg) la
fonctionnelle associée au systéme d’inéquations, cette étape peut étre formalisée par
I’énoncé suivant

VP, Vst Fh(sh) Cfst = [P] Cy(sh) (9.1)

La deuxiéme étape consiste ensuite & construire un solveur (noté solve) pour ce systéme
d’inéquations.

VP, F%(solve(P)) C* solve(P)
Optionnellement, une derniére vérification peut étre réalisée sur les solutions de ce

systéme (par une fonction a valeur booléenne Sﬁrﬁ) pour vérifier si une certaine propriété
Str est assurée par le programme.

VP, Vst [P] C v(s) ASarf(P)(s!) =T = Str(P) (9.2)

En combinant ces trois étapes nous obtenons ainsi un vérificateur de programme certifié
Sar? o solve.
VP, Strf osolve(P) =T = Sar(P)

Dans le cadre du proof carrying code, la programmation certifiée de solve est inutile. Nous
pouvouns en effet proposer une architecture PCC dans laquelle les certificats abstraits
sont des éléments du domaine abstrait. Un vérificateur de preuve est alors défini par

verif(P,s%) < Fh(sf) CF s* ASar(P)i(s%) =T
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Dans le scénario classique du PCC, un producteur veut envoyer un programme P &
un consommateur. Le consommateur veut étre certain que P vérifie la propriété Sur
et il ne fait pas confiance au producteur. Le producteur envoie donc avec un P un
certificat s* qu’il a calculé avec une version non-nécessairement certifiée de F?, et solve.
Le consommateur n’a alors plus qu’a appliquer verif sur P et s Si la réponse de ce
calcul est T, il a alors I’assurance que le programme P est str. Les propriétés (9.1) et
(9.2) impliquent en effet la correction formelle du vérificateur de preuve verif

VP, Vst verif(P,s*) =T = Suar(P)

Pour parler de véritable architecture PCC, encore faut-il proposer des certificats de
petites tailles et des temps de vérification courts. En collaboration avec Frédéric Besson
et Thomas Jensen, nous avons développé une telle architecture. Les expériences menées
sur l'analyse de bytecode Java par intervalle démontrent l'intérét de cette technique
(voir figure 9.2). Nous concilions ainsi les qualités de I’architecture PCC classique (telle
qu’elle a été proposée par Georges Necula) avec celle du foundational proof carrying
code | | proposé par Andrew Appel. Nous permettons en effet d’accompagner le
vérificateur de sa preuve de correction, elle méme vérifiable par le vérificateur de preuve
Cogq. Cette preuve de correction est directement formulée vis-a-vis de la sémantique du
programme. Elle peut étre envoyée par le producteur comme phase d’initialisation des
communications.

brogramme taille du taille du | taille du Vtéi‘;rf‘ilzzt‘iijn
fichier .java | fichier .class | certificat .

du certificat
BubbleSort 440 528 32 0.015
HeapSort 1044 858 63 0.050
QuickSort 1078 965 124 0.060
ConvolutionProduct 378 542 52 0.010
FloydWharshall 417 596 134 0.020
PolynomProduct 209 604 87 0.010

Fia. 9.2 — Temps de vérification (en seconde) des certificats et taille des fichiers (en
bytes) pour l'architecture PCC certifiée (vérification des accés aux tableaux pour le
bytecode Java)

Utilisation d’une analyse certifiée comme une procédure de décision Une
derniére perspective de notre travail concerne cette fois la preuve de programme dans
les assistants de preuve. Dans nos travaux de thése, 'assistant de preuve se met au
service de I'analyse statique pour démontrer sa correction. Pourquoi ne pas inverser les
roles ?

Si I'on désire faire une preuve interactive sur un programme de bytecode Java, nous
pouvons raisonner sur la sémantique [P] telle que nous ’avons définie en Coq, durant nos
travaux. Ce type de preuve interactive s’annonce fastidieux, mais admettons que nous



186 Conclusions

ayons prouvé une méthode de preuve par pré-condition/post-condition qui nous allege
un peu le travail. Nous pouvons tout & fait lancer une analyse statique pour obtenir
des invariants sur les états accessibles de P, susceptibles de nous aider & accomplir
notre preuve interactive. Comme nous travaillons dans un assistant de preuve muni d’un
vérificateur de preuve, nous ne pouvons pas utiliser n’importe quel analyseur statique. 11
faut en effet étre capable de construire un terme de preuve assurant que les informations
calculées par I'analyse sont correctes.

Une fois encore nos travaux de theése s’appliquent directement puisque nous avons
programmé des analyseurs complets en Coq. Dans leurs versions richement typées, ces
analyseurs calculent une preuve de la correction de leur résultat. Dans le cas ot le calcul
de ces analyses serait trop long pour le moteur de réduction de Coq' nous pouvons
reléguer le calcul de point fixe & un outil externe et seulement effectuer une vérification
de point fixe en Coq. Cette approche est encore largement prospective, mais il y a fort
& parier que les assistants de preuve auront un jour oul ’autre besoin de ce type de
procédure de décision pour les aider & affronter des programmes toujours plus grands.
La collaboration entre assistants de preuve et analyseurs statiques n’est pas terminée!

L Celui ci a cependant récemment fait des progrés grace a la machine virtuelle proposée par Benjamin
Grégoire et Xavier Leroy [ |



Annexe A

Fichiers Coq

Tous ces fichiers sont regroupés sur la page web | | associée a ce document.

Chapitre 2 : Programmation dans le Calcul des Construc-
tions Inductives

— bin.v : exemple de manipulation de types dépendants avec la notion d’entiers
binaires de taille bornée
— treemap.v : codage des maps par des arbres binaires et des clés binaires

Chapitre 3 : Spécification d’analyse statique par interpréta-
tion abstraite

— complete.v : définition des treillis complets et preuves des théorémes 3.1.1 et 3.2.2

— galois.v : définition des connexions de Galois et preuves de certaines propriétés
de base

— mod2.v : construction de la connexion de Galois associée a ’exemple 2

— pfp.v : expression de ’ensemble des états accessibles comme un plus petit point
fixe

Chapitre 4 : Calcul et approximation de points fixes

— lattice_def.v :définition de la signature de module Lattice, définitions générales
sur les treillis, résultats généraux sur les treillis.

~ solve_wf.v : solveur de (post-)points fixes dans les treillis vérifiant la condition
de chaine ascendante.

— solve_widen_classic.v : solveur de post-points fixes avec les opérateurs d’élar-
gissement /rétrécissement standards.

— solve_widen.v : solveur de post-points fixes avec les opérateurs d’élargissement /-
rétrécissement dans leurs versions modifiées.
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http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap2.bin.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap2.treemap.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap3.complete.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap3.galois.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap3.mod2.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap3.pfp.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.lattice_def.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve_wf.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve_widen_classic.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve_widen.html
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— solve.v : définition de la signature solve des treillis munis d’un critére de termi-
naison, résultats généraux.

— acc_chaotic.v : preuves de terminaisons pour l'itérateur chaotique.

— chaotic.v : itérateur chaotique.

Chapitre 5 : Un interpréteur abstrait modulaire pour un
langage While

— semantic.v : syntaxe et sémantique du langage

— comp.v : normalisation des tests

— collect.v : collecte de tous les indices d’un programme pour génerer un systéme
d’équation

— AbStateLift.v : abstraction des états

— AbEnvNotRelational.v : abstraction des environnements de variable

— AbEnvNotRelationalWithTGuardReduction.v : abstraction (avec réduction itéra-
tive des guardes) des environnements de variable

— z_extra_props.v : résultats généraux sur les entiers relatifs

— AbSign.v et sign.v : analyse par signe

— AbModulo.v : analyse par congruence

— interval.v, interval_op.v €t AbInterval.v : analyse d’intervalle

— AbstractionsSignatures.v : signatures des abstractions d’environnements de va-
riables et des valeurs numeériques

— analysers.v : instantiation et extraction de plusieurs analyseurs certifiés

Chapitre 6 : Composition constructive de treillis

— wf_prop.v : résultats généraux sur le prédicat d’accessibilité

— widen_classic_prop.v : résultats généraux sur les opérateurs d’élargissement /ré-
trécissement

— partial_lattice.v : notion de treillis partiel

— new_implem.v : re-programmation de treillis

— add_option.v : résultats permettant de rajouter un plus petit ou un plus grand
élément & un treillis

— Word.v : mots binaires de taille bornée

— TabTree.v : tableaux fonctionnelles implémentés avec des arbres

— BinTree.v : tableaux fonctionnelles implémentés avec des arbres de hauteurs bor-
nées

— single.v : treillis réduit & un seul élément

— SumFunctors.v : Somme disjointe de treillis

— sum3Functors.v : Somme disjointe de 3 treillis

— ProdFunctors.v : Produit de treillis

— ListFunctors.v : Liste de treillis

— FuncSignature.v : Signature des implémentations de fonctions


http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.solve.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.acc_chaotic.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap4.chaotic.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.semantic.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.comp.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.collect.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbStateLift.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbEnvNotRelational.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbEnvNotRelationalWithTGuardReduction.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.z_extra_props.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbSign.v
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.sign.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbModulo.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.interval.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.interval_op.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbInterval.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.AbstractionsSignatures.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap5.analysers.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.wf_prop.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.widen_classic_prop.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.partial_lattice.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.new_implem.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.add_option.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.Word.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.Tabtree.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.Bintree.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.Single.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.SumFunctors.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.SumFunctors.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.ProdFunctors.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.ListFunctors.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.FuncSignature.html
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— FuncFunctors.v : treillis de fonctions pour une implémentation quelconque
— ArrayBinFunctors.v : treillis de fonctions pour I'implémentation par arbre binaire


http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.FuncFunctors.html
http://www.irisa.fr/lande/pichardie/these/HTML/chap6.ArrayBinFunctors.html
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Résumé

Nous nous intéressons dans cette thése & la preuve formelle de correction des analyses
statiques. Nous nous basons sur la théorie de l'interprétation abstraite qui présente une
analyse statique comme une sémantique approchée d’'un programme. Nous utilisons
I’assistant de preuve Coq qui permet d’extraire le contenu calculatoire d’une preuve
constructive. L'implémentation Caml certifiée d’une analyse peut ainsi étre extraite
de la preuve d’existence, pour tout programme, d’'une approximation correcte de la
sémantique concréte de ce programme.

Nous présentons un cadre théorique fondé sur l'interprétation abstraite et permet-
tant le développement formel d’une large gamme d’analyses statiques. Une bibliothéque
Coq de construction modulaire de treillis est ensuite proposée. Des preuves complexes
de terminaison de calcul itératif de point fixe peuvent ainsi étre construites par simple
composition de foncteurs. Plusieurs cas d’études pour I’analyse de programme en byte-
code Java sont présentés.

Mots cléfs : analyse statique, assistants de preuve, interprétation abstraite, Coq.

Abstract

This thesis deals with machine checked proofs of soundness of static analysis. We
rely on the theory of abstract interpretation, where static analyses are presented as an
approximated semantics of a program. We use the Coq proof assistant which allows
for extracting the computational content of a constructive proof. A Caml implemen-
tation can hence be extracted from a proof of existence, for any program, of a correct
approximation of the concrete program semantics.

We present a theoretical framework based on abstract interpretation allowing for the
formal development of a broad range of static analyses. A Coq library for the modular
construction of lattice is then proposed. Complex proofs for termination of iterative fix-
point computations can hence be constructed by simple composition of lattice functors.
Several case studies for the analysis of Java bytecode are presented.

Key words : static analysis, proof assistants, abstract interpretation, Coq.
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